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The effects of physical, thermal and mechanical parameters on curing micro-
thermal residual stresses are studied, based on the energy method, to present 
a theoretical solution for prediction of residual stress fields. A finite element 

analysis is developed to compare the theoretical and numerical results together. There 
is found to be a good agreement between the results of the two methods. However, 
due to the edge effect, the finite element method is not able to satisfy the boundary 
conditions at the composite ends. An increase in the fiber length leads to a significant 
increase in axial and shear stresses. In addition, for long fiber composites the axial and 
shear residual stresses distribution become more uniform along the fiber length and 
suddenly decrease to zero at the composite edge. The results of the two methods dem-
onstrate that besides the physical characteristics of composites, the order of mismatch 
in thermal and mechanical properties of the fiber and matrix has a considerable influ-
ence on the axial and shear residual stress fields. It must be noted that the radial stress 
distribution is approximately independent of these parameters and only its maximum 
value is changed at fiber end. The presented analytical solution not only satisfies all 
governing boundary conditions, but also yields the residual stress fields according to 
longitudinal and radial coordinates. A shear stress concentration occurs at vicinity of 
composite edge that significantly intensifies due to increasing the mismatch in thermal 
and elastic properties of the fiber and matrix. High mismatch in coefficient of the ther-
mal expansion and Young’s modulus of the fiber and matrix causes a substantial in-
crease in the axial and shear stresses, while the difference between the Poisson’s ratios 
of the composite constituents has not any significant effect on the residual stress field.
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در اين پژوهش، اثر پارامترهای فيزيكي، گرمایی و مكانيكي بر تنش هاي پسماند گرمایی ناشي از 
ابتدا بر اساس روش انرژي يك  پخت در مقياس میكرومكانيك بررسي شده است. بدين منظور، 
انجام تحليل اجزای  از  ادامه پس  ارایه شده است. در  حل نظری براي تعيين ميدان تنش پسماند 
محدود، نتايج دو روش نظری و عددي مقايسه شده اند. نتایج مقایسه نشان می دهد، تطابق مناسبي 
بين نتايج دو روش وجود دارد. اما به دليل وجود اثر لبه، روش اجزای محدود قابلیت برقراری 
شرط مرزي را در دو لبه كامپوزيت )انتهاي ت‌کرشته( ندارد. با افزايش طول ت‌کرشته، مقدار تنش 
محوري در ت‌کرشته و تنش هاي برشي افزايش ميي‌ابد. هم چنين، براي كامپوزيت هاي با الياف بلند 
توزيع تنش هاي پسماند محوري و برشي در طول ت‌کرشته يكنواخت‌تر می شود و به طور ناگهاني 
در لبه كامپوزيت به صفر كاهش ميي‌ابد. نتايج هر دو روش نشان مي‌دهد، افزون بر مشخصات 
فيزيكي كامپوزيت، مقدار عدم تطابق در خواص گرمایی و مكانيكي ت‌کرشته و ماتريس نيز اثر قابل 
ملاحظه‌اي بر ميدان تنش هاي پسماند محوري و برشي بين وجهي دارد. ذكر اين مسئله حایز اهميت 
است كه توزيع تنش شعاعي تقريبا مستقل از عوامل گفته شده است و تنها مقدار بیشینه آن در 
انتهاي الياف به طور قابل ملاحظه‌ تغيير می کند. حل تحليلي ارایه شده ضمن برآورده کردن تمام 
شرايط مرزي حاكم بر مسئله، منجر به حصول ميدان تنش پسماند به عنوان تابعي از مختصات 
طولي و شعاعي می شود. يك تمركز تنش پسماند برشي در نزديكي لبه كامپوزيت مشاهده مي‌شود 
به طور  ماتريس  تطابق در خواص گرمایی و کشسانی تك‌رشته و  افزايش عدم  با  آن  مقدار  که 
قابل ملاحظه‌اي افزايش ميي‌ابد. افزايش عدم تطابق در ضرايب انبساط گرمایی و مدول کشسانی 
ت‌کرشته و رزين، منجر به افزايش قابل ملاحظه تنش هاي پسماند محوري و برشي می شود، حال 
آن كه عدم تطابق در ضرايب پواسون اجزاي اصلي كامپوزيت بر ميدان تنش هاي پسماند، تقريبا 

بي‌اثر است.
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مقدمه
تنش هاي پسماند، تنش‌هايي خودمتعادلی هستند که داخل قطعه محبوس 
می شوند. هنگامی كه قطعه زیر هيچ نوع بار خارجي نيست، بخشي 
از مقاومت آن صرف غلبه بر اين تنش‌ها مي‌شود. در كامپوزيت هاي 
پايه پليمر، پس از اتمام فرايند پخت، در اثر كاهش دما از دماي پخت 
به دماي محيط، تنش پسماند در قطعه، به دليل عدم تطابق در ضرايب 
انبساط گرمایی ت‌کرشته و ماتريس، به وجود مي‌آيد. اين نوع ایجاد 
تنش پسماند در تمام كامپوزيت های پليمري، به دليل ساختار ناهمگن 
وجود دارد ]1[. اين تنش ها مي‌توانند اثر منفي بر خواص مكانكيي 
كامپوزيت داشته باشند. برای مثال، تنش ها مي‌توانند سبب بروز ترك 
 در ماتريس، كاهش مقاومت برشي در وجه مشترك ت‌کرشته و رزين و

نیز افزايش احتمال كمانش محلي در ت‌کرشته شوند ]2[. معمولا در 
طراحي سازه‌هاي كامپوزيت از نقش اين تنش ها صرف‌نظر مي‌شود 
كه مي‌تواند به پيش‌بيني نادرست خواص مكانكيي و رفتار سازه در 

برابر بارهاي خارجي منجر شود ]3[.
روش هاي تحليلي متنوعي برای پيش‌بيني تنش هاي پسماند مكيرو 
در كامپوزيت هاي پليمري توسعه داده شده است. اين روش ها شامل 
نظریه کشسانی ]6-4[، نظریه مخازن زیر فشار ]12-7[ و روش اجزای 
تغيير  ميدان  ابتدا يك  محدود ]19-13[ هستند. در نظریه کشسانی، 
مكان فرض و سپس با استفاده از آن ميدان تنش محاسبه مي‌شود. در 
نتيجه، اگر ميدان تغيير مكان فرض شده دقت مناسبي نداشته باشد، 
ميدان تنش صحيح، قابل دست يابي نيست. فرض ميدان جا به جايي 
با درجه بالاتر، حل مسئله را پيچيده ميك‌ند. استفاده از نظریه مخازن 
زیر فشار محدود به مسائلی از نوع كرنش صفحه‌اي است. اين روش 
قابلیت محاسبه تنش هاي برشي در ناحيه مشترك ت‌کرشته و رزين را 
ندارد. افزون بر اين، تنش هاي محوري، شعاعي و محيطي نسبت به 
مختصات طولي )راستاي ت‌کرشته( ثابت فرض مي‌شوند. با در نظر 
گرفتن فرضيه های مزبور، حل به دست آمده نیز از اين روش براي 
طول ت‌کرشته كمتر از مقداری مشخص، قابل استفاده نیست و تمام 
مؤلفه‌هاي تنش قابل دست يابي نيستند. هم چنين، اين روش قابلیت 

برآورده شدن شرايط مرزي را در انتهاي ت‌کرشته ندارد.
مكان  از  تابعي  عنوان  به  نيرو(  )يا  تنش  ميدان  انرژي،  روش  در 
فرض مي‌شود كه در نهايت با استفاده از اصل حداقل انرژي پتانسيل 
تام، توابع تنش مجهول محاسبه مي‌شوند. در نتيجه در روش انرژي، 
دست  به  مستقيم  طور  به  تنش  ميدان  پیشین،  روش هاي  بر خلاف 
مي‌آيد. در دو روش پیشین، ميدان تنش بر اساس ميدان جا به جايي 
غيرمستقيم  طور  به  تنش ها  نهايت  در  كه  مي‌آيد  دست  به  فرضي 
محاسبه مي‌شوند. افزون بر اين، در روش مزبور اثر تمام پارامترهاي 

مؤثر لحاظ شده و محدوديت هاي موجود در روش هاي پیشین وجود 
ندارد. به عنوان مثال، اين روش براي تمام طول ت‌کرشته )كوتاه و 
بلند( قابل استفاده است. استفاده از اين روش منجر به حصول تمام 
مؤلفه‌هاي تنش پسماند می شود. تنها فرض محدودك‌ننده در مدل ارایه 
شده در اين مقاله، فرضيه تقارن محوري بودن مسئله است. اين فرض 
براي اليافي كه در لبه كامپوزيت تك‌لايه وجود دارند، صادق نيست. 
زيرا، اين الياف از يك طرف با الياف مجاور خود درون كامپوزيت 
تعامل دارند. از سوی ديگر، به سبب قرارگيري در لبه داراي سطح 
در  الياف  اين  تعداد  كه  آن  دليل  به  اما،  هستند.  تنش  از  عاري  آزاد 
كم  بسيار  دارند(  محوری  تقارن  )كه  تك‌لايه  الياف  ساير  با  مقايسه 

است، فرض تقارن محوري، قابل قبول خواهد بود.
در اين مقاله با تيكه بر روش انرژي، يك حل نظری برای پيش‌بيني 
كامپوزيت هاي  در  پخت  از  ناشي  مكيرومكانيك  پسماند  تنش هاي 
پليمري ارایه شده و اثر پارامترهاي مؤثر بر ميدان تنش پسماند بررسي 
 شده است. بدين منظور، ابتدا يك تابع تنش ايري در نظر گرفته شده و
معادلات  اعمال  هم چنين،  و  تعادل  معادلات  نوشتن  با  ادامه  در 
از  تنش پسماند هر يك  مؤلفه‌هاي  تمام  پيوستگي و شرايط مرزي، 
مفروض  تنش  تابع  از  تابعي  عنوان  به  ماتريس  و  ت‌کرشته  فاز  دو 
از اصل  انرژي كرنشي سامانه و استفاده  حاصل شده است. تشيكل 
حداقل انرژي پتانسيل تام، منجر به حصول تابع تنش مجهول )و به 
تبع آن ميدان تنش پسماند( خواهد شد. در نهايت، اثر پارمترهاي مؤثر 
تحليل  نتايج  با  نتايج حاصل  و  بررسي شده  پسماند  تنش  ميدان  بر 
بيانگر تطابق مناسب  اجزای محدود مقايسه شده است. اين مقايسه 
نتايج حاصل از هر دو روش است. حل تحليلي ارایه شده بر اساس 
روش انرژي منجر به نتايج جديد مي‌شود. از جمله اين نتايج مي‌توان 
پارامترهاي  اثر  ملاحظه  مكان،  از  تابعي  پسماند  تنش هاي  توزيع  به 
هم چنين حصول  و  آن  درصد حجمي  و  الياف  طول  فيزيكي چون 
تنش برشي پسماند و مشاهده تمركز مربوط در نزديكي لبه و آثار لبه 
اشاره كرد. در حالي كه مطالعات پیشین بر اساس نظریه کشسانی و 
نظریه كرنش صفحه‌اي قادر به در نظر گرفتن چنين مسئله اي نيست. 
كامپوزيت هاي  تمام  براي  انرژي  روش  پايه  بر  حل  اين،  بر  افزون 

داراي الياف با طول بلند و كوتاه قابل استفاده است.

حل تحليلي بر اساس روش انرژي
جزء حجمي معرف، شامل دو فاز ت‌کرشته و ماتريس است كه به 
شکل دو استوانه هم‌مركز در نظر گرفته شده است )شكل 1(. سامانه 
مختصات استوانه‌اي )z ،θ ،r( برای حل مسئله در نظر گرفته شده به 
طوري كه راستاي محور z منطبق بر راستاي طولي ت‌کرشته است. 
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شعاع ت‌کرشته و ماتريس به ترتيب Rf و Rm است و فرض مي‌شود، 
مجموعه تحت تاثیر كاهش دما از دماي پخت به دماي محيط قرار 
دليل  به  اشاره شد، حين سردشدن  نيز  قبلا  كه  مي‌گيرد. همان طور 
انبساط گرمایی ت‌کرشته و رزين، در قطعه  تطابق در ضرايب  عدم 
تنش پسماند به وجود مي‌آيد. اين تنش ها بر خواص مكانكيي و رفتار 
كامپوزيت در برابر بارهاي وارد شده مؤثرند. بنابراین، هدف از اين 
مقاله بررسي مقدار اثر پارامترهاي مؤثر بر ميدان تنش پسماند است. 
مختصات  مبدأ  در  و  است  محوري  تقارن  نوع  از  نظر  مورد  مسئله 
)شكل 1( يك صفحه شعاعي متقارن، عمود بر راستاي محوري وجود 

دارد.
محوري،  تقارن  مسئله  يك  براي  استوانه‌اي،  مختصات  سامانه  در 

توابع تنش ايري به شکل زير هستند:

j n n i(r,z) f (r).g (z) h (z) n 1,2φ = + =  )1(

 جايي كه j = f, m  به ترتيب به ت‌کرشته و ماتريس برمي‌گردد. )fn(r و
معادلات  هستند.  محوري  و  شعاعي  مختصات  از  توابعي  نيز   gn(z(

تعادل عبارتند از:

zz rz rz 0
z r r

∂σ ∂τ τ
+ + =

∂ ∂
              			  )2(

 rrrr rz 0
r z r

θθσ − σ∂σ ∂τ
+ + =

∂ ∂
                           	)3(

به شکل زير  تنش فرضي  تابع  بر حسب  تنش  مؤلفه‌هاي  هم چنين، 
نوشته مي‌شوند:

2

zz 2

1
r r r
∂ φ ∂φ

σ = +
∂ ∂

  			   	)4(

 
2

rz r z
∂ φ

τ = −
∂ ∂

      					    )5(

2

rr 2zθθ

∂ φ
σ = σ =

∂
          			   	)6(

در نتيجه: 
2

j i i
zz i2

d f df1( )g (z)
dr r dr

σ = +             			  )7(

j i i
rz

df dg
dr dz

τ = −              				   )8(

2 2
j j i i

rr i 2 2

d g d h
f (r)

dz dzθθσ = σ = +           			  )9(

 به دليل وجود سطح عاري از تنش در مرزهاي جزء حجمي مورد نظر و
ماتريس،  و  ت‌کرشته  مشترك  سطح  در  شعاعي  تنش  پيوستگي  نیز 
در  محوري  تنش  بیشینه  مي‌يابد.  كاهش   fn(r( مجهول  توابع  تعداد 
صفحه تقارن واقع در مبدأ مختصات اتفاق مي‌افتد و تنش محوري 
در دو انتها برابر با صفر است. در نتيجه توابع مجهول )fn(r  مي‌توانند 
به عنوان ثابت A در نظر گرفته شوند ]20[. بنابراين تنش محوري در 

ماتريس به شکل زير است:

f
zz 1Ag (z)σ =                                                   	)10(

با در نظر گرفتن معادله های تعادل )معادله های 2و3(:

f 1
rz

dgAr
2 dz

τ = −                   				   )11(

22
f f 1

rr 12

d gAr A (z)
4 dzθθσ = σ = +          			  )12(

از سوي ديگر، با در نظر گرفتن معادله تعادل در راستاي محوري:

f m
zz f zz mV V 0σ + σ =                                             	)13(

در نتيجه تنش محوري در ماتريس به شکل زير خواهد بود:

m
zz 1Ag (z)σ = −γ                                                 	)14(

               
2

f
2 2

m f

R
R R

γ =
−

جايي كه:                                                   

در  شعاعي  و  برشي  تنش هاي  تعادل  معادله های  گرفتن  درنظر  با 
ماتريس به شکل زير است:

m 2 2 1
rz m

dgA (r R )
2r dz
γ

τ = −                                          	)15(
2

m m 2 21
rr m 22

d gA (r 2R ln r) A (z)
4 dzθθ

−γ
σ = σ = − +      	)16(

شكل 1 - جزء حجمي معرف برای پيش‌بيني ميدان تنش پسماند.

ماتریس

Rm

الیاف

Rf

z

r

L/2 L/2
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با صفر  برابر  ماتريس  در شعاع خارجي  تنش شعاعي  كه  آن جا  از 
است ]21[ و تنش هاي شعاعي در سطح مشترك ت‌کرشته و ماتريس 
پيوسته هستند ]22[، مي‌توان ثابت های )A1(z و )A2(z را با معادله های 

)17( و )18( محاسبه کرد:

2
2 1

1 m m f 2

d gAA (z) R ln(R / R )
2 dz

= − γ                     	)17(
2

2 2 1
2 m m m 2

d gAA (z) (R 2R ln R )
4 dz
γ

= −                   	)18(

تنش هاي  مبدأ مختصات،  در  تقارن  دليل وجود صفحه  به  هم چنين 
برشي  تنش  بیشینه  مياني،  صفحه  در  ماتريس  و  ت‌کرشته  محوري 
تنش هاي  نیز  كامپوزيت  لبه  دو  در  است.  صفر  با  برابر  بين وجهي 

محوري و برشي صفر هستند ]20[:

1 1
1 1

dg (0) dg (L / 2)
g (0) 1, 0, g (L / 2) 0, 0

dz dz
= = = = )19(

معادله های گرماکشسانی
معادله های تنش ـ كرنش براي هر يك از دو فاز در زير آمده است:

j j j j j j
zz zz p rr pj

p

1 [ ( )] T
E θθε = σ − ν σ + σ + α ∆                  	)20(

 j j j j j j
rr rr p zz pj

p

1 [ ( )] T
E θθε = σ − ν σ + σ + α ∆                   	)21(

j j j j j j
p zz rr pj

p

1 [ ( )] T
Eθθ θθε = σ − ν σ + σ + α ∆                  	)22(

j
j rz
rz jG

τ
γ =                                                            	)23(

G ،V و E به ترتيب ضريب پواسون، مدول برشي و مدول کشسانی 
هستند. انديس ]p=[L,T نيز بيانگر جهت های طولي و عرضي است. 
 برخي از ت‌کرشته ها )مانند ت‌کرشته كربن( همسان گرد عرضي بوده و
مكانكيي  و  گرمایی  خواص  داراي  عرضي  و  طولي  جهت  دو  در 

متفاوت هستند.

حداقل سازي انرژي
در حالت كلي، انرژي تام به شکل معادله )24( نوشته مي‌شود:

*U UΠ = +                                                         	)24(

جايي كه U انرژي كرنشي و *U انرژي پتانسيل سامانه به دليل اعمال 

بارهاي خارجي است. از آن جا كه مجموعه مورد نظر زیر هيچ ‌نوع 
بار خارجي قرار ندارد U*=0. بنابراين:

j j j j j j j j
zz zz rr rr rz rzv

1 1 1( )rdrd dz
2 2 2 θθ θθΠ = σ ε + σ ε + σ ε + τ ε θ∫∫∫ )25(

با انتگرال‌گيري نسبت به θ ،r تابعي بر حسب ثابت A، تابع مجهول   
)g1(z و مشتقات آن به شکل معادله )26( حاصل مي‌شود:

L / 2

1 1 1L / 2
2 F[A,g (z),g (z),g (z)]dz

−
′ ′′Π = π∫              	)26(

با استفاده از معادله اويلرـ لاگرانژ در حساب تغييرات، انرژي كرنشي 
زماني حداقل خواهد بود كه:

2

2
1 1 1

d F d F F( ) ( ) 0
dz g (z) dz g (z) g (z)

∂ ∂ ∂
− + − =

′′ ′∂ ∂ ∂
           	)27(

با اعمال معادله )27(، يك معادله ديفرانسيل معمولي مرتبه چهار بر 
حسب )g1(z حاصل مي‌شود:

4 2
1 1 4

1 2 3 14 2

d g (z) d g (z) B
B B B g (z) 0

dz dz A
+ + + =             	)28(

در حل معادله )28( چهار ثابت مجهول ظاهر مي‌شوند كه با اعمال 
چهار شرط مرزي در معادله )19( قابل محاسبه هستند. اما، هنوز ثابت   
A به عنوان يك مجهول وجود دارد. با جاي گزيني تابع )g1(z حاصل 
از حل معادله )28( و جاي گذاري آن در معادله )26(، با حداقل‌سازي 
به دست مي‌آيد.  نيز  اين مجهول   ،A ثابت  به  نسبت  انرژي كرنشي 
اكنون تابع تنش مجهول حاصل شده و ميدان تنش پسماند مكيرو به 
از توصيف مدل اجزای محدود و  بيان است. پیش  قابل  طور كامل 
مقايسه نتايج دو روش، در بخش بعد طول مناسب براي جزء حجمي 

معرف معين شد.

تعيين طول مناسب براي جزء حجمي معرف و  بررسي اثر طول 
تک‌رشته

بلند  با طول  براي جزء حجمي معرف  ارایه شده  از آن جا كه حل 
معين شود  ت‌کرشته ای  ابتدا حداقل طول  در  بايد  است،  ارایه شده 
داراي  كامپوزيت هاي  در  باشد.  بلند  الياف  با  كامپوزيتی  مناسب  كه 
ت‌کرشته با طول كوتاه، بارهاي خارجي به طور مستقيم به ت‌کرشته 
وارد نمي‌شود، بلكه اين بارها ابتدا به ماتريس وارد شده و سپس از 
راه آن به شکل يك بار برشي به ت‌کرشته انتقال مي‌يابد. در حالي كه 
در كامپوزيت هاي داراي الياف با طول بلند بار به طور مستقيم و به 
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طور هم زمان به مجموعه الياف و ماتريس انتقال مي‌يابد. Agarwal و 
Broutman معادله ای را براي محاسبه طول بحراني ارایه کردند ]23[:

u
f f

cr
b

R
L

σ
=

τ
                                                          	)29(

σu و τb به ترتيب استحكام نهايي ت‌کرشته و استحكام 
f  ، در این معادله

مرز مشترك ت‌کرشته و ماتريس است.
از طول بحرانی  بلندتر  آنها طول ت‌کرشته  كامپوزيت هايي كه در 
باشد، كامپوزيت هاي با الياف بلند ناميده مي‌شوند. در كامپوزيت هاي 
با الياف كوتاه، طول ت‌کرشته كمتر از طول بحراني است. با تعريف 

يك طول بي‌بعد به شکل زير:

*

cr

LL
L

=                                                               	)30(

برای بررسي مقدار اثر طول ت‌کرشته، كامپوزيت شيشه ـ اپوكسي با 
خواص مندرج در جدول 1 به عنوان يك مثال در نظر گرفته شده 

است. مقدار كاهش دما برابر با C°40 است.
در شکل های 2 تا 5 اثر طول ت‌کرشته بر ميدان تنش های پسماند 
براي نمونه كامپوزيت شيشه ـ اپوكسي نشان داده شده است. همان طور 
که شکل های 2 و 3 نشان می‌دهند، برای کامپوزيت ت‌کرشته کوتاه، 

جدول 1 - خواص مكانكيي و گرمایی اجزاي تشيكل‌دهنده كامپوزيت 
شيشه ـ اپوكسي.

مشخصه
فاز ماده

الیافماتریس

E (GPa)

v

α (10-6/°C)

3/1
0/34
70

77
0/25
4/8

طول های  برای  ت‌کرشته  محوری  پسماند  تنش  توزيع   -2 شكل 
متفاوت ت‌کرشته.

0

0 0/50/40/30/20/1
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ف )
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ی  
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مح
ش 
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شكل3 - توزيع تنش پسماند محوری ماتريس برای طول های متفاوت 
ت‌کرشته.
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ت‌کرشته- مشترک  سطح  در  برشی  پسماند  تنش  توزيع   -4 شكل 
ماتريس به ازاي طول های متفاوت ت‌کرشته.
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ت‌کرشته  طول  در  ماتريس  و  ت‌کرشته  در  محوری  تنش  توزيع 
طول  وسط  در  نیز  محوری  تنش  حداکثر  مقدار  است.  نايکنواخت 
ت‌کرشته )صفحه تقارن( اتفاق می‌افتد. تنش محوری به تدريج کاهش 
يافته به طوري که در انتهای آزاد به صفر می رسد. در کامپوزيت دارای 
يکنواخت‌تر  ت‌کرشته  طول  در  محوری  تنش  توزيع  بلند  ت‌کرشته 

می‌شود، ولی به طور ناگهانی در لبه آزاد به صفر می رسد.

شکل های 4 تا 7 توزيع تنش برشی و شعاعي را در سطح مشترك 
ت‌کرشته و ماتريس نشان می دهند. با افزايش طول ت‌کرشته، مقدار 
تنش برشی حداکثر افزايش میی ابد و محل آن به سمت انتهای آزاد 
مقدار  بلند،  با طول  کامپوزيت های  برای  می‌کند.  کامپوزيت حرکت 
اما مقدار  با صفر است،  تنش برشی در بيشتر طول کامپوزيت برابر 
حداکثر به مقدار قابل توجهی افزايش می‌يابد. با کمی حرکت از لبه 
آزاد به سمت داخل، مقدار تنش شعاعی بين‌وجهي به سرعت صفر 
تنش  مقدار  ت‌کرشته  طول  افزايش  با  می‌شود.  منفی  سپس  و  شده 
دارای  ولی  می‌شود،  صفر  ت‌کرشته  طول    %60 حدود  در  شعاعی 
مقدار قابل توجهی در لبه آزاد است. در نتيجه با در نظر گرفتن نظریه 
كامپوزيت هاي با الياف بلند ]23[، حداقل طول مناسب براي اجزای 

حجمي نمونه، دو برابر طول بحراني است.

توصيف مدل اجزای محدود
به  از تعيين حداقل طول ت‌کرشته براي اجزای حجمي نمونه،  پس 
منظور مقايسه نتايج حاصل از روش انرژي با نتايج عددي، يك مدل 
اجزای محدود در نرم‌افزار ABAQUS ]24[ در نظر گرفته شده است 
)شكل 6(. به دليل تقارن در هندسه و شرايط مرزي، فقط يك‌چهارم 

مدل در نظر گرفته شده است. 
جدول 2 مشخصات مدل اجزای محدود را بيان ميك‌ند. از آن جا 
كه مسئله از نوع تقارن محوري است، لبه‌هاي عمودي و افقي مدل 
شكل 8 ثابت شده‌اند. به دليل وجود صفحه تقارن در مبدأ مختصات 
شكل 1 )در وسط طول اجزا( فقط نصف طول اجزا در نظر گرفته 

شكل 5 - جزيیات بيشتر شكل 4 در نزديكي لبه.
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شكل 6 - توزيع تنش پسماند شعاعي در سطح مشترک ت‌کرشته-
ماتريس به ازاي طول های متفاوت ت‌کرشته.
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شكل 7- جزيیات بيشتر شكل 6  در نزديكي لبه.
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شده و اين صفحه در جهت محوري مقيد شده است.

نتایج و بحث

اصلي  اجزاي  گرمایی  و  مكانكيي  خواص  در  تطابق  عدم  مقدار 
ضريب  و  کشسانی  مدول  گرمایی،  انبساط  ضريب  نظير  كامپوزيت 
پواسون مي‌تواند ميدان تنش هاي مكيرو را تحت تاثير قرار دهد. در 
اين بخش مقدار اثر پارامترهاي گفته شده بر تنش هاي پسماند گرمایی 
در كامپوزيت هاي با الياف بلند بررسي مي‌شود كه هدف اصلي اين 

مقاله است. 

بررسي مقدار اثر عدم تطابق در ضريب انبساط گرمایی
همان طور که قبلا اشاره شد، تنش های پسماند گرمایی به دليل عدم 
تطابق در ضريب انبساط گرمایی الياف و ماتريس به وجود می آيند. 
 به نظر مي رسد، هر چه اختلاف در ضريب انبساط گرمایی ت‌کرشته و
ماتريس بيشتر باشد، تنش های پسماند دارای مقدار بزرگ تری باشند. 
بررسي  پسماند  تنش های  ميدان  در  اختلاف  اين  اثر  بخش،  اين  در 

زير  شکل  به  گرمایی  ضريب  نسبت  يک  دليل  همين  به  می شود. 
تعريف می‌شود:

m

f

CTE Ratio
α

=
α

                                                ‍ 	)31(

شكل 8 - مدل اجزای محدود جزء حجمي معرف.
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مقادير  ازاي  به  پسماند محوری در ت‌کرشته  تنش  توزيع  شكل 9- 
متفاوت نسبت ضريب انبساط گرمایی.
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شكل 10- توزيع تنش پسماند محوری در ماتريس به ازاي مقادير 
متفاوت نسبت ضريب انبساط گرمایی.

.ABAQUS جدول 2- مشخصات مدل اجزای محدود در نرم‌افزار

تعدادنوع اجزانام اجزا
شش وجهی خطی

خط لبه
C3D8R

C3D6
40950
975
تعداد كل گره‌ها: 44760، تعداد كل اجزا: 41925
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هستند.  ماتريس  و  ت‌کرشته  گرمایی  انبساط  ضرايب  ترتيب  به 
شکل های 9 تا 14 اثر مقدار عدم تطابق در ضريب انبساط گرمایی 

ت‌کرشته و ماتريس را بر ميدان تنش های پسماند نشان می‌دهند. 
همان طور که مشاهده مي‌شود، نتايج روش انرژي و روش اجزای 
محدود، داراي تطابق مناسبي هستند، تنها با اين تفاوت كه به دليل 
وجود اثر لبه ]25[، روش اجزا‌ی محدود قابلیت برآورده کردن شرط 

مرزي تنش برشي برابر با صفر را در انتهاي ت‌کرشته ندارد. در مقايسه 
با روش انرژي، تحليل اجزای محدود، تنش هاي پسماند بزرگ تري 

را نیز نتيجه مي‌دهد.
نتايج هر دو روش مقدار اثر قابل ملاحظه عدم تطابق در ضريب 
انبساط گرمایی را بر ميدان تنش محوري ت‌کرشته و رزين و هم چنين 
تنش برشي بين‌وجهي به خوبي اثبات ميك‌ند، در حالي كه اين عدم 
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تطابق اثر چشمگيري بر ميدان تنش شعاعي ندارد. با دو برابر شدن 
و  محوري  پسماند  تنش هاي  مقدار  گرمایی،  انبساط  نسبت ضرايب 
برشي بيش از دو برابر )حدود 2/4 برابر( مي‌شود. روش انرژي يك 
مقدار تنش برشي حداکثر را در نزديكي لبه پيش‌بيني ميك‌ند كه با دور 
شدن ضرايب انبساط گرمایی اجزای اصلي كامپوزيت به مقدار قابل 
ملاحظه ای افزايش میی ابد و مكان آن كمي به سمت چپ جا به جا 

مي‌شود. 
 جدول 3 مقدار ضريب تمركز تنش برشي در سطح مشترك ت‌کرشته و
ماتريس را به ازاي مقادير مختلف نسبت ضرايب گرمایی نشان مي‌دهد. 
با وجود اين كه توزيع تنش شعاعي، تقريبا مستقل از پارامتر گفته شده 
است، بايد توجه داشت كه مقدار حداکثر آن در انتها به شدت تابع 
مقدار عدم تطابق است. مقدار عدم تطابق در ضريب انبساط گرمایی، 
به شدت بر توزيع تنش هاي محوري و برشي و حداكثر مقادير آنها 
مؤثر است )شكل هاي 9-12(. در حالي كه اين عدم تطابق اثر چندانی 
بر توزيع تنش شعاعي بين‌وجهي ندارد و تنها مقدار حداكثر آن را در 
لبه تحت تأثير قرار مي‌دهد )شكل هاي 13 و 14(. با توجه به نتايج به 

دست آمده مقدار اين تنش ها براي يك كامپوزيت كربن ـ اپوكسي چند 
برابر كامپوزيت شيشه ـ اپوكسي است. 

همان طور كه قبلا نيز اشاره شد، عامل اصلي تشيكل تنش هاي پسماند 
مكيرو عدم تطابق در ضريب انبساط گرمایی الياف و ماتريس است. اين 
عدم تطابق در كامپوزيت كربن ـ اپوكسي بسيار بیشتر است. در نتيجه در 
كامپوزيتی كه عدم تطابق در خواص گرمایی الياف و رزين قابل ملاحظه 
استحكامي  خواص  بر  ملاحظه‌اي  قابل  اثر  پسماند  تنش هاي  باشد، 
كامپوزيت خواهد داشت. به عنوان مثال، براي كامپوزيت هاي تك‌جهتی 
كربن ـ اپوكسي استحكام فشاري و برشي به مقدار قابل توجهي كاهش 
پیدا می کند، در حالي كه استحكام كششي افزایش میی ابد. در نتيجه عدم 
تطابق زیاد در خواص گرمایی اجزاي اصلي كامپوزيت مي‌تواند منجر به 
كمانش محلي در الياف، برش در سطح مشترك الياف و رزين و ايجاد 

تر كهاي بسيار زياد در ماتريس شود.

بررسي اثر مقدار عدم تطابق در مدول کشسانی
عدم تطابق در مدول کشسانی نيز می‌تواند بر توزيع تنش های پسماند 
به  بعد  بدون  مدول کشسانی  بگذارد. يک  اثر  کامپوزيت  اجزای  در 

شکل زير تعريف می شود:
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شکل های 15-19 اثر مقدار عدم تطابق در مدول کشسانی ت‌کرشته و 

شكل 15- توزيع تنش پسماند محوري در ت‌کرشته به ازاي مقادير 
مختلف نسبت مدول کشسانی.
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جدول 3 - ضريب تمركز تنش برشي به ازاي مقادير مختلف نسبت 
ضرايب گرمایی.
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ماتريس را بر ميدان تنش های پسماند نشان می‌دهند. با افزايش نسبت 
پسماند  تنش های  به  مربوط  يکنواخت  ناحيه  طول  کشسانی  مدول 
فاصله گرفتن مدول کشسانی  با  مي‌يابد. هم چنين،  محوری، كاهش 
ت‌کرشته و ماتريس از ي کديگر، مقدار تنش های پسماند به طور قابل 
ملاحظه‌اي افزايش می‌يابد. با اين كه عامل اصلي تشيكل تنش پسماند 
بر  اثر چشمگيري  كامپوزيت،  اجزاي  کشسانی  خواص  در  اختلاف 
مقدار تنش پسماند دارد. با افزايش نسبت مدول کشسانی از 10 به 
25، مقدار تنش هاي محوري و برشي تقريبا 2/25 برابر مي‌شود. از آن 
جا كه پارامتر مزبور اثر قابل ملاحظه‌اي بر توزيع تنش شعاعي ندارد، 

در اين بخش فقط نتايج روش انرژي گزارش شده است. 
جدول 4 ضريب تمركز تنش برشي بين‌وجهي را به ازاي مقادير 
مدول  در  تطابق  عدم  شدن  بیشتر  ميك‌ند.  بيان   e پارامتر  مختلف 
کشسانی ت‌کرشته و رزين )كاهش مدول کشسانی ماتريس( منجر به 
بروز تمركز تنش برشي بیشتر در نزديكي لبه مي شود كه مي‌تواند به 
كاهش استحكام پيوند برشي در سطح مشترك ت‌کرشته و رزين ختم 
 شود. مشابه نتايج مربوط به عدم تطابق در خواص گرمایی تك‌رشته و

بر  شدت  به  نيز  کشسانی  مدول  در  تطابق  عدم  مقدار  ماتريس، 
آنها مؤثر است  مقادير  توزيع تنش هاي محوري و برشي و حداكثر 
)شكل هاي 15-17(، در حالي كه اين عدم تطابق اثر چندانی بر توزيع 
تنش شعاعي بين‌وجهي ندارد و تنها بر مقدار حداكثر آن در لبه اثر 
می گذارد )شكل هاي 18 و 19(. در يك مقايسه مي‌توان گفت، مقدار 
عدم تطابق در مدول کشسانی شدت اثر نسبتا كمتري نسبت به عدم 

جدول 4 - ضريب تمركز تنش برشي به ازاي مقادير مختلف نسبت 
مدول کشسانی اجزاي اصلي.
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شكل 17- جزيیات بيشتر شكل 16 در نزديكي لبه.
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شكل 18- توزيع تنش پسماند شعاعي به ازاي مقاديرمختلف نسبت 
مدول کشسانی )بر اساس مدل حاضر(.

شكل 19- جزيیات بيشتر شكل 18 در نزديكي لبه.
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تطابق در ضريب انبساط گرمایی تك‌رشته و ماتريس دارد، چرا كه 
پارامتر دوم عامل اصلي تشيكل تنش هاي پسماند است. آن چه كه در 
واقعيت اتفاق مي‌افتد آن است كه مقدار عدم تطابق در ضريب انبساط 
و  مقدار  در  تعيينك ننده  پارامتري  كامپوزيت،  اصلي  اجزاي  گرمایی 

توزيع تنش پسماند است.
و  گرمایی  خواص  در  تطابق  عدم  شد،  ملاحظه  که  همان طور 

مكانكيي تك‌رشته و ماتريس اثر قابل ملاحظه‌اي بر ميدان تنش هاي 
پسماند مكيرومكانيك دارند. نتايج آزمايش های انجام‌شده در مقياس 
مكيرو نشان دهنده وجود ناحيه ای ناهمگن بين تك‌رشته و ماتريس 
است كه خواص آن متفاوت از دو فاز اصلي كامپوزيت، اما وابسته 
ناحيه  اين  مي‌دهد، خواص  نشان  تحليل  نتايج  آنهاست.  به خواص 
اثر قابل ملاحظه‌اي بر تنش هاي پسماند مكيرو دارد ]26[. تنش هاي 
تك‌لايه  يك  در  پسماند  تنش هاي  اصلي  عامل  مكيرو  پسماند 
ناهمسان گرد هستند، به طوري كه با تريكب نتايج و ضرايب كاليبره 
ناهمسان گرد،  تك‌لايه  به  مربوط  مركزي  سوراخك اري  روش  کردن 

مي توان تنش هاي پسماند لايه تك‌جهتی را محاسبه کرد ]27،28[. 

بررسي مقدار عدم تطابق در ضريب پواسون
و  ت‌کرشته  پواسون  ضريب  در  تطابق  عدم  مقدار  بررسی  برای 
ماتريس سه ضريب پواسون برای ماتريس برابر با 0/2، 0/3 و 0/4 
در نظر گرفته شده است. در شکل های 20 تا 22 مشاهده می‌شود، 
محسوسی  اثر  ماتريس،  و  ت‌کرشته  پواسون  در ضريب  تطابق  عدم 
نيز  اين بخش  دليل، در  به همين  ندارد.  تنش های پسماند  ميدان  بر 
فقط نتايج روش تحليلي ارایه شده است. در نتيجه در بين خواص 
کشسانی، مدول کشسانی اثر بسيار بيشتري نسبت به ضريب پواسون 
اثر  عملا  گفت،  مي‌توان  كه  طوري  به  دارد،  پسماند  تنش  ميدان  بر 
ضريب پواسون صفر است. بنابراين با توجه به نتايج قبلي، مي‌توان 
گفت در بين خواص گرمایی و مكانكيي، بيشترين اثر مربوط به عدم 

شكل 20- توزيع تنش پسماند محوري در ت‌کرشته به ازاي مقادير 
مختلف نسبت ضريب پواسون )بر اساس مدل حاضر(.
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تطابق در ضريب انبساط گرمایی است. نابرابري در مدول کشسانی اثر 
قابل ملاحظه‌اي بر ميدان تنش پسماند دارد، اما به اندازه پارامترهاي 
ميدان  بر  اثري  هيچ  عملا  نيز  پواسون  نيست. ضريب  مؤثر  گرمایی 

تنش پسماند ندارد.
مي گيرد،  قرار  كامپوزيتي  چندلايه  يك  در  تك‌لايه  اين  كه  زماني 
به  نيز  ماكرومكانيك  تنش هاي  تطابق در جهت لايه‌ها  دليل عدم  به 
وجود مي‌آيند كه با استفاده از نظریه كلاسيك لايه‌اي قابل پيش‌بيني 
هستند ]29[. تنش هاي مكيرومكانيك پيش‌بيني‌شده در اين پژوهش 
در  نتيجه  در  مي‌شوند.  ترييكب  ماكرومكانيك  پسماند  تنش هاي  با 
است  این  مي‌افتد،  اتفاق  واقعيت  در  كه  كامپوزيتي، چیزی  چندلايه 
كه تنش هاي پسماند هرلايه از چندلايه‌اي كامپوزيتي حاصل تعامل 
تنش هاي مكيرو و ماكروست كه با روش سوراخك اري مركزي قابل 
اندازه‌گيري است ]30[ و به تازگی حل تحليلي برای تريكب آنها ارایه 

شده است ]28[.

نتيجه گيري

و  فيزيكي، گرمایی  مؤثر  عوامل  اثر  بررسي  منظور  به  مقاله،  اين  در 

مكانكيي بر ميدان تنش هاي پسماند مكيرومكانيك در كامپوزيت هاي 
پايه ‌پليمر، يك حل نظری بر اساس روش انرژي ارایه شد. با استفاده 
از نتايج حل نظری و نظریه كامپوزيت هاي با الياف بلند، يك طول 
حداقل براي اجزای حجمي معرف معين شد. در ادامه پس از انجام 
تحليل اجزای محدود، نتايج دو روش نظری و عددي مقايسه شدند. 
در  پسماند  تنش هاي  توزيع  براي  را  مشابهي  روند  نتايج دو روش، 
 طول ت‌کرشته نشان مي‌دهد. عدم تطابق در ضريب انبساط گرمایی و
مدول کشسانی اجزاي اصلي كامپوزيت، اثر قابل ملاحظه‌اي بر ميدان 
تنش  توزيع  هم چنين  و  ماتريس  و  ت‌کرشته  محوري  پسماند  تنش 
برشي در سطح مشترك آنها نشان مي‌دهد، در حالي كه اين پارامترها 
اثر قابل ملاحظه‌اي بر توزيع تنش شعاعي ندارند. بیشتر شدن عدم 
تنش هاي  چشمگير  افزايش  به  منجر  شده،  گفته  خواص  در  تطابق 
پسماند می شود. به ویژه زماني كه كامپوزيت زیر بارهاي فشاري در 
كمانش  پديده‌هايي چون  احتمال وقوع  گيرد،  قرار  راستاي محوري 
ت‌کرشته زیاد شده يا اين كه به دليل وجود تمركز تنش برشي قابل 
ملاحظه در نزديكي لبه، احتمال ايجاد شیوه برشي در سطح مشترك 
ت‌کرشته و ماتريس بسيار زیاد است. در ضمن نتايج نشان مي‌دهد، اثر 
عدم تطابق در ضريب پواسون ت‌کرشته و ماتريس بر ميدان تنش هاي 

پسماند قابل صرف‌نظر است. 
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