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Hypothesis: A three-component material model based on the combination of 
three eight-chain constitutive equation, Bergstrom-Boyce relation and Ogden-
Roxburgh stress softening model (Mullins effect)  was selected to study the 

mechanical behavior of various SBR/CB (carbon black) filled rubber compounds.
Methods: Three rubber compounds based on E-SBR were prepared using different 
carbon black contents (20, 40 and 60 phr) and cured into rubber sheets. The rubber 
test specimens (ASTM D412 C) were then cut and underwent cyclic tensile tests at 
two extension rates of 500 and 100 mm/min. In order to show the stress softening 
behavior, three cycles were selected in a way that the maximum stretch at each cycle 
was increased consecutively. The volumetric tests were also carried out to determine 
the bulk modulus of the samples. The stress-strain data were calibrated using 
MCalibration software in which three different optimization algorithms were utilized 
to compute the parameters of the models.  
Findings: Very good agreements were found between experimentally measured and 
predicted stress-strain data for low and medium CB filled compounds. However, for 
highly filled compounds there were some discrepancies at higher extensions, which 
may be due to the formation of a strong filler network and percolation threshold. This 
indicates that we may need another modeling component to be incorporated into main 
model for the description of the mechanical behavior of the filler-filler network itself. 
Moreover, it is found that there is good correlation between variation of the model 
parameters and filler content. 
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فرضیه : مدل سه جزئي بر پايه تركيب سه معادله  ابرگرانروكشسان هشت زنجير، Bergstrom-Boyce  و 
نرم شدگی تنش Ogden-Roxburgh )اثر Mullins( براي مطالعه رفتار مكانيكي آميزه هاي لاستيكي بر 

پايه SBR  پر شده با دوده  انتخاب شد.
 روش ها: سه آميزه لاستيكي بر پايه كائوچوي E-SBR  پر شده با سه مقدار مختلف دوده )20، 40 و 
phr 60(، ساخته و به شكل ورقه پخت شدند. سپس، نمونه هاي دمبلي شكل از روي ورقه هاي مزبور تهيه 

)مطابق استاندارد ASTM D412 C( و تحت سه چرخه آزمون كششي رفت و برگشتي با سرعت هاي 
100 و mm/min 500 قرار گرفتند. به منظور مطالعه اثر نرم شدگي تنش مقدار كشيدگي به نحوي اعمال 
شد كه در هر چرخه مقدار كشيدگي نهايي نسبت به چرخه پيشين افزايش يابد. آزمون تراكم پذيري 
نيز براي تعيين مدول توده لاستيك روي نمونه ها انجام شد. داده هاي تنش-كرنش به دست آمده وارد 
نرم افزار MCalibration شد و پارامترهاي مدل با برازش غيرخطي به دست آمدند كه در آن از سه 

الگوريتم بهينه سازي استفاده شده بود.
يافته ها: مطابقت بسيار خوبي ميان اندازه گيري تجربي و داده هاي تنش-كرنش پيش بيني شده براي 
آميزه هاي پرشده با مقدارهاي كم تا متوسط دوده به دست آمد. از سوي ديگر، براي مقدارهاي بيشتر 
پركننده كه به آستانه پرانشت نزديك مي شود، از مقدار انطباق كم شده كه به معني نياز به توسعه مدل 
جداگانه اي براي درنظر گرفتن شبكه پركننده  است. همچنين ارتباط كاملًا معناداري ميان پارامترهاي 

مدل و مقدار پركننده وجود دارد.

 ،SBR كائوچوي
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  ،Mullins اثر
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مقدمه
آمیزه هاي لاستیکي پرشده با دوده زير بارهاي ايستا و پويا رفتار هاي 
مکانیکي پیچیده اي نشان می دهند. دلیل هاي بسیاري براي اين موضوع 
وجود دارد. لاستیک ها ساختاري بي شکل دارند و دماي كاركرد آن ها 
بیشتر از دماي انتقال شیشه اي است. ماهیت تغییرشکل در لاستیک ها 
بزرگ  تغییرشکل هاي  ايجاد  قابلیت  اين رو،  از  است.  آنتروپیايي 
برگشت پذير در برابر اعمال بارهاي كم و تراكم ناپذيري بسیار ناچیز 
از ويژگی های ذاتي اين مواد است. به همین دلیل رفتار تنش-كرنش 
آن ها غیرخطی است و معمولاً از معادله هاي ابركشسان بدين منظور 
تابع  رفتار  پلیمرها  مانند ساير  استفاده می شود. همچنین، لاستیک ها 
زمان دارند و پديده اتلاف انرژي در آن ها روي می دهد كه به معني 
رفتار گرانروكشساني در لاستیک ها غیرخطی  است.  گرانروكشساني 
و  كرنش  مقدار  به  كرنش  تغییرات  مقدار  وابستگي  به معني  كه   بوده 
تنش واردشده بر ماده است. افزون بر اين، ذرات پركننده به ويژه دوده  
 )agglomerate( كلوخه اي  و   )aggregate( انبوهه اي  ساختار   به دلیل 
كه  مي دهند  تشکیل  شبکه  زياد،  مقدارهاي  در  به ويژه  دارند،  كه 
شکسته  به آسانی  و  است  انعطاف ناپذير  پلیمري  ماتريس  برخلاف 
می شود. برهم كنش اين ساختار با زنجیر هاي پلیمر موجب بروز رفتار 
مکانیکي منحصربه فردی مانند نرم شدگی تنش مي شود كه با مدل های 
توسعه يافته  براي ساير مواد  بیان شدني نیست. اين پديده بیشتر با نام اثر 
Mullins شناخته مي شود. بر اين اساس لازم است، مدل های ويژه ای 

بدين منظور توسعه يابند تا بتوان چنین رفتارهايي را پیش بینی كرد. 
روش معمول براي توسعه مدل های مکانیکي براي رفتارهاي پیچیده 
مواد )نظیر لاستیک ها( استفاده از روش توابع افزاينده است، به گونه ای 
كه ابتدا مدل مکانیکي براي رفتار غیروابسته به زمان لاستیک )آني يا 
بلندمدت( مانند مدل ابركشسان درنظر گرفته مي شود. سپس، به آن  
مدل گرانروكشسان افزوده مي شود تا رفتار وابسته به زمان و اتلافي 
آن درنظر گرفته شود. در مرحله بعد، براي درنظرگرفتن اثر برهم كنش 
پلیمر-پركننده و پركننده-پركننده و نقشي كه در كاهش تنش براي 
دستیابي به مقدار مشخص تغییرشکل ايفا می كنند، از مدل نرم شدگی 
تا  افزوده شده  پیشین  مدل  دو  به  مزبور  مدل  مي شود.  استفاده  تنش 

تکمیل كننده رفتار لاستیک شود. 
در كار پژوهشي حاضر تلاش شده است تا به كمک مدل سه جزئی 
ابركشسان هشت زنجیر ]eight chain( ]1(، گرانروكشسان غیرخطي 
 ]3[  Ogden-Roxburgh Bergstrom-Boyce ]2[ و نرم شدگي تنش 

رفتار آمیزه لاستیکي بر پايه كائوچوي SBR تقويت شده با سه مقدار 
سه  تركیب  شود.  مدل سازي   )60  phr و   40  ،20( دوده  گوناگون 
مقدار  اثر  بررسي  و  لاستیک  اين  رفتار  پیش بینی  براي  نام برده  مدل 

 دوده براي نخستین بار انجام شده است. همچنین، اولین بار نرم افزار 
MCalibration ]4[ براي تعیین پارامترهاي مدل هاي يادشده به كمک 

 داده های تجربي به كار گرفته شده است. در ادامه، مهم ترين پژوهش هاي 
مقاله  نويسندگان  فعالیت هاي  به ويژه  زمینه  اين  در  انجام شده  پیشین 

طي دهه گذشته به طور مختصري مرور مي شود. 

پيشينهپژوهش
طي دو تا سه دهه گذشته پژوهش های گوناگوني بر پايه استفاده از 
مدل های چندجزئي براي پیش بینی رفتار مکانیکي آمیزه های لاستیک 
شده  انجام  سیلیکا(  و  دوده  )به ويژه  تقويتي  پركننده هاي  با  پرشده 
اين  در  منتشرشده  كارهاي  نخستین  ]5[ جزو   Lion پژوهش  است. 
زمینه است. وي، مدل سه جزئی ساده را بدين منظور به كار گرفت كه 
در آن رفتارهاي غیروابسته و وابسته به زمان )سرعت اعمال كرنش( با 
دو جمله تنش تعادلي و اضافه تنش )overstress( بیان شده بود. براي 
بیان رفتار اين دو بخش از معادله هاي كلاسیک چند جمله اي همراه 
با معادله نمايي براي توصیف اثر Mullins استفاده شد، به نحوی  كه 
كاهش تنش را به بیشینه كرنش اعمال شده مرتبط كرد. وي، همچنین 
مدل پیشنهادي خود را با داده هاي تجربي به دست آمده از آزمون كشش 
انجام شده روي نمونه رويه تاير )تقويت شده با دوده( راستي آزمايي 
كرد. اين مدل نتايج خوبي نشان داد، اما با توجه اينکه به طور مستقیم 
مقدار  بنابراين  نشدند،  مقايسه  يکديگر  با  نظري  و  تجربي  داده هاي 
دقت و صحت آن نمي تواند چندان مورد تأيید باشد. Bergstrom و 
Boyce ]2[ معادله غیرخطی را براي بیان رفتار گرانروكشساني مواد 

لاستیک و مواد زيست سازگار نرم پیشنهاد دادند. آن ها مدل پیشنهادي 
رفتار غیرخطی  دادند،  نشان  و   ]6-8[ داده  توسعه  به تدريج  را  خود 
آمیزه هاي لاستیکي را می توان به درستی با اين مدل بیان كرد. اساس 
در جزء  كرنش  بیان سرعت  براي  غیرخطی  معادله اي  ارائه  بر  مدل 
گرانرو بوده كه تابعي از كرنش و تنش است. جزئیات اين موضوع 
در بخش مدل سازي به طور مفصل بیان مي شود. مدل آن ها فقط جزء 
گرانرو رفتار آمیزه هاي لاستیکي را شامل مي شود، اما به نوعی توسعه 
تنش  نرم شدگي  و  ابركشسان  معادله هاي  با  را  آن  مي توان  كه  يافت 
تلفیق كرد. ارائه مدل رياضي براي پديده نرم شدگی تنش به طور عمده 
به كار Ogden و Lazopoulos ]3،9[ مربوط است كه جزئیات آن در 

بخش مدل سازی آمده است. 
نويسندگان از اين مدل براي مدل سازی رفتار چند نوع آمیزه لاستیکي 
پرشده با دوده و سیلیکا استفاده كرده و داده هاي به دست آمده را با نتايج 
تجربي مقايسه كردند. قريشي ]10[ مدل Bergstrom-Boyce همراه با 
مدل ابركشسان Yeoh  را براي مدل سازی رفتار مکانیکي آمیزه رويه 
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 تاير باري سبک به كارگرفت و نشان داد، اين مدل قابلیت  پیش بینی 
رفتار اين آمیزه ها را دارد. در مطالعه جامعي، قريشي و همکاران ]11[ 
با  تقويت شده  لاستیکي  آمیزه هاي  از  گروهي  براي  را  يادشده   مدل 
و  فشاري  كششي،  بارگذاري  مختلف  حالت های  در  دوده ها  انواع 
فرمول بندی های  میان  دادند،  نشان  آن ها  گرفتند.  به كار  چرخه اي 
مختلف آمیزه ها )به ويژه آمیخته دوده های گوناگون( روي پارامترهاي 
مدل ارتباط كاملًا معنی داری وجود دارد. در كار ديگري ]12[ رفتار 
سه نوع آمیزه رويه تاير باري )NR/BR( تقويت شده با دوده و سیلیکا 
با  راستي آزمايي  به كمک  شد. سپس  شبیه سازی  مزبور  مدل  به كمک 
داده هاي تجربي دقت و صحت مدل براي اين نوع آمیزه ها نیز نشان 
دوجزئی  به صورت  آمیزه  رفتار  پژوهشي،  كار  سه  اين  در  داده شد. 
درنظر   Bergstrom-Boyce گرانروكشسان  و  ابركشسان  مدل  شامل 
براي حالت هاي  آن  كاربردي تركردن  و  بهبود مدل  براي  گرفته شد. 
مختلف بارگذاري، مدل های سه جزئی به همراه افزودن اثر نرم شدگي 
تنش در آن توسعه يافتند و راستي آزمايي با داده هاي تجربي انجام شد. 
قريشي و عباسي ]13[ در پژوهش جامعي مدل سه جزئی ابركشسان 
Arruda- Boyce را همراه با مدل گرانروكشسان نمايي قانون تواني 

براي   Ogden-Roxburgh تنش  نرم شدگی  مدل  و   )power-law(
آن ها  بردند.  به كار  محلولي    SBR كائوچوي  پايه  بر  لاستیکي  آمیزه 
 Ogden-Roxburgh معادله جديدي را براي جمله تخريب در معادله
 معرفي كرده و با به كار گیري الگوريتم ابتکاري، پارامترهاي مدل را 

تعیین كردند. 
 )submodel( در كار جديد، قريشي و همکاران ]14[ از سه زيرمدل
نرم شدگي  مدل  با  همراه   Bergstrom-Boyce و   Ogden ابركشسان 
لاستیکي  آمیزه هاي  رفتار  مدل كردن  براي   Ogden-Roxburgh تنش 
ساخته شده بر پايه كائوچوهاي SBR  امولسیوني و محلولي تقويت شده 
با دوده و سیلیکا استفاده كردند. آن ها در اين كار ضمن راستي آزمايي 
نتايج، با تحلیل پارامترهاي مدل و ارتباط آن ها با ساختار كائوچوها و 
پركننده ها نشان دادند، میان ساختار كائوچو و پركننده ها با پارامترهاي 
مدل ارتباط برقرار است. از ساير كارهاي چاپ شده مهم در اين حوزه 
 می توان به مطالعه Hurtado  و همکاران ]15[ اشاره كرد كه چگونگي 
مفهوم  كار،  اين  در  كردند.  بررسي  را  يادشده  پیش تر  مدل  سه  تلفیق 
 )parallel rheological framework, PRF( رئولوژيکي چارچوب موازي 
اينجا  در  است.  پیشین  مدل هاي  تعمیم يافته  واقع  در  كه  شد  معرفي 
به جای يک مدل از چند مدل گرانروكشسان به طور موازي استفاده شد. 
اين موضوع موجب مي شود تا با دقت و انعطاف پذيری بیشتر بتوان 
رفتار آمیزه هاي لاستیک را مدل كرد. Plagge و همکاران ]16[ رفتار 
آمیزه هاي لاستیکي بر پايه EPDM تقويت شده با دوده را به كمک مدل 

سه جزئي جديد پیشنهادي خود مطالعه كردند. آن ها رفتار ابركشسان 
 )non-affine tube model( ناهمگرا  لوله اي  مدل  به شکل  را  لاستیک 
از مدل هاي توسعه يافته   نیز  درنظر گرفتند. براي رفتار گرانروكشسان 
خود استفاده كردند كه بر پايه توصیف رياضي شکست ساختار شبکه 
پركننده و تشکیل دوباره آن بود. از نرم افزار Abaqus به همراه زيربرنامه 
UMAT  كه بر اساس مدل پیشنهادي نوشته شده بود، براي شبیه سازي 

بوش لاستیکي زير بارگذاري هاي مختلف استفاده كرده و عملکرد مدل 
تمام  درنظرگرفتن  قابلیت  آن ها  مدل  بارز  ويژگي  كردند.  ارزيابي  را 
سرعت  به  وابستگي  تنش،  آسودگي  شامل  گرانروكشسان  رفتارهاي 
كرنش، نرم شدگي و نیز اثر دما در مدل براي آمیزه هاي مطالعه شده بود. 
Carleo  و همکاران ]17[ نیز رفتار آمیزه هاي لاستیکي بر پايه كائوچوي 

طبیعي تقويت شده با مقدارهاي مختلف دوده را براي كاربرد ضدلرزه اي 
با معادله هاي مشابه مطالعه كرده و اثر تغییر مقدار دوده را بر پارامترهاي 

مدل بررسي كردند.

تجربی

مواد 
سه آمیزه لاستیکي بر پايه كائوچوي SBR امولسیونی 1712 طراحی 
 شد. براي تقويت آمیزه  هاي ساخته شده از دوده N330 با مقدارهاي 
20، 40 و 60 جزء به ازاي صد قسمت كائوچو )phr(  استفاده شد. در 
همه آمیزه ها از سامانه پخت نیمه كارا )semi-efficient( استفاده شد. 

جزئیات فرمول بندي آمیزه ها در جدول 1 آمده است. 

دستگاههاوروشها
 Schwabenthan 200 L اختلاط آمیزه ها با مخلوط كن دوغلتکی مدل
انجام شد. براي تعیین زمان پخت بهینه نمونه ها از رئومتر با ديسک 
مدل  تن   100 پرس  با  آمیزه ها  پخت  شد.  استفاده   )ODR(  نوساني 
Bucher ساخت سوئیس انجام شد كه به صورت ورقه هايي با ضخامت 

mm 2 شکل داده شدند. از روي ورقه هاي ساخته شده، نمونه هاي دمبلي 

كششي  آزمون  تحت  كه  شد  تهیه   D-412-CASTM استاندارد  طبق 
با  رفت و برگشتي  تحت سه  چرخه  نمونه  هر  گرفتند.  قرار  چرخه اي 
دستگاه كشش عمومي ساخت شركت Hiva قرار گرفت، به نحوی  كه 
تا 100%  به مقدار متوسط 50%  نهايي  در هر چرخه مقدار كشیدگي 
نسبت به چرخه قبل افزايش يافت. افزون بر اين،  براي درنظرگرفتن اثر 
زمان )سرعت اعمال كرنش(، هر نمونه دو مرتبه با سرعت هاي ثابت 
100 و mm/min 500 مورد آزمون قرار گرفت. براي اندازه گیري مقدار 
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تراكم پذيری آمیزه هاي ساخته شده از آزمون تراكم حجمی استفاده شد. 
در اين آزمون، نمونه استوانه ای توپر درون فضاي استوانه اي توخالي 
فولادي  میله  با  مي شود. سپس،  داده  قرار  از سه جهت  محصورشده 
فشرده شده و تغییرات نیرو برحسب فشردگي ثبت مي شود. داده هاي 
آزمون در اين مرحله با برازش غیرخطی به پارامتر مقدار تراكم پذيري 

)يا نسبت پوآسون( تبديل مي شود.

مدلسازیریاضی
در اين پژوهش، رفتار مکانیکي آمیزه لاستیکي پرشده با دوده به كمک 
يا زيرمدل  از سه جزء  اين مدل  بیان مي شود.  تلفیقي سه جزئي  مدل 
تشکیل شده كه عبارت اند از )1( مدل ابركشسان براي بیان رفتار كشساني 
غیرخطي لاستیک، )2( مدل گرانروكشسان براي بیان رفتار غیرخطي 
كاهش  بیان  براي  تنش  نرم شدگی  مدل   )3( و  آمیزه  زمان  به  وابسته 
 خواص ناشي از شکست شبکه پركننده در بارگذاری های چرخه اي كه 
مدل هاي  به كمک  دوم  و  اول  زيرمدل  دو  می شود.  نامیده   Mullins اثر 
مکانیک هشت زنجیر ]1[، Bergstrom-Boyce بهبوديافته ]2،7،8،18[ و 
بیان   ]3،18[  Ogden-Roxburgh تقويت شده  معادله  با  سوم  زيرمدل 
مي شوند. مدل نهايي از تلفیق سه مدل نام برده ساخته  شد كه جزئیات 

آن در ادامه بیان مي شود.

مدلابركشسانهشتزنجير
اين مدل كه مدل Arruda-Boyce نیز نامیده مي شود، بر اساس اين 

قطر هاي  به شکل  )لاستیک(  پلیمر  زنجیر  هر هشت  كه  است  فرض 
سلول مکعبي شکل قرارگرفته اند )شکل 1(. در اين مدل، رابطه میان 
تنش كوشي )s( و كرنش برحسب نسبت هاي كشیدگي بیان مي شود 

كه به شکل معادله )1( است:

1)Ik(J[dev[B
)(1/L
)/(L

J
*

L
1

L
1

−+
l
ll

l

m
=s −

∗−

∗
              )1(

كشیدگي  نسبت  حداكثر   lL اولیه،  برشي  مدول   m معادله،  اين  در 

جدول 1- فرمول بندي آمیزه ها )قسمت به ازای صد واحد كائوچو(.
Table 2. Compounds formulations.

SupplierChemical/Trade Name
Compound code (phr)

Ingredient
SE60SE40SE20

Bandar Imam, Iran

Pars Oxide, Iran

RheinChemie

Duslo, Slovakia

Duslo, Slovakia

Henan Kailun

Henan Kailun

Tesdak, Iran

Iran Carbon Co.

Emulsion SBR 1712 (oil extended with 

37.5 phr aromatic oil)

Zinc Oxide 

Stearic acid 

N-(1,3-dimthylbutyl)-Ń-phenylenediamine 

(Dusantox)

Poly(1,2-dihydro-2,2,4-trimethyl-quinoline)

N-tert.-butyl-2-benzothiazyl sulphenamide

Tetramethylthiuram disulfide

Sulfur

Carbon black (N-330)

137

5

2

2

1

1.5

0.5

2

60

137

5

2

2

1

1.5

0.5

2

40

137

5

2

2

1

1.5

0.5

2

20

SBR

ZnO

St. Acid

6PPD

TMQ

TBBS

TMTD

Sulfur

Black Filler

شکل 1- آرايش يافتگي هشت زنجیر لاستیک در سلول مکعبي.
Fig 1. Orientation of 8 rubber chains in a cubic cell.
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زنجیر هاي پلیمري و K مدول توده بوده كه هر سه از پارامترهاي ماده 
تابع   L-1[0[ همچنین،  مي شوند.  تعیین  تجربي  داده هاي  از  و  هستند 
معکوس Langvein، وI ماتريس واحد، J ژاكوبین يا دترمینان تانسور 
l∗ كشیدگي زنجیر را بیان كرده  گراديان تغییرشکل )]J=det[F( و 

كه به شکل معادله )2( است:

3
[B*[rt   

=l∗                     )2(

تانسور   )deviatoric( انحرافي  بخش   )B*( تانسور  معادله،  اين  در 
تغییرشکل Cauchy-Green چپ )B( بوده كه برابر با J-2/3 B است. 

همچنین، ]dev[0 به شکل معادله )2( تعريف مي شود:

[0]Irt
3
1[0[[0[dev    −=                   )3(

انحرافي و تنش  از دو جزء تنش  همان طور كه ديده مي شود، تنش 
سمت  دوم  و  اول  بخش هاي  در  به ترتیب  كه  تشکیل شده  حجمي 

راست معادله )1( نشان داده  شدند.

Bergstrom-Boyceمدلابرگرانروكشسان
مدل ابرگرانروكشسان Bergstrom-Boyce و(BB)  مدل پیشرفته اي براي 
پیش بیني رفتار وابسته به زمان مواد لاستیکي همراه با تغییرشکل هاي 
بزرگ است. در اين مدل فرض مي شود، آمیزه لاستیکي از دو شبکه 
تشکیل  شده اند كه با نام های A و B مشخص  شدند و به طور موازي 
)شکل 2( قرار دارند. اين مدل، حالت پیشرفته مدل جامد خطي استاندارد 
)standard linear solid, SLS( است. در اينجا شبکه A  رفتاري كاملًا 
 B مقابل، شبکه  در  نمي شود.  ديده  اتلاف  اثر  آن  در  و  دارد  كشسان 
گرانروكشسان بوده و از دو جزء كشسان )e( و گرانرو )v( تشکیل  شده 
است كه به طور سري به هم متصل مي شوند. با توجه موازي بودن دو 

شبکه A و B تنش كل با استفاده از معادله )4( به دست مي آيد:

BAtotal s+s=s                  )4(

در اين معادله، sA و sB به ترتیب تنش هاي شبکه هاي A و B هستند. 
از آنجا  كه اين دو شبکه به طور موازي بسته  شدند، بنابراين مي توان 
است.  برابر  يکديگر  با  كرنش(  )و  تغییرشکل  گراديان  كرد،  فرض 

يعني:

F = FA = FB             )5(

از زمان( است،  ابركشسان )مستقل  رفتار  بیانگر    A آنجاكه شبکه  از 
بنابراين تنش در شبکه A با معادله )1( داده  شده است. يعني:

1)Ik(J[dev[B
)(1/L
)/(L

J
*

L
1

L
1

A −+
l
ll

l

m
=s −

∗−

∗
       )6(

در مقابل براي شبکه B  نیز از همان معادله )1( يعني معادله هشت زنجیر 
استفاده شده كه به شکل معادله )7( بیان مي شود:

1)Ik(J[dev[B
)(1/L
)/(L

J

s e
B

*e
B

L
1

L
*e

B
1

*e
B

B
 

 

 

−+
l
ll

l

m
=s

−

−

             )7(

در اين معادله ها، زيروندهاي A و B  نمايانگر شبکه هاي كشسان و 
گرانروكشسان )شکل s ،)2 كمیتي بدون بعد و بیانگر نسبت مدول 
e* نسبت كشیدگي در 

B
 l برشي شبکه B به مدول برشي شبکه A و 

 )2( معادله  مشابه  معادله اي  با  كه  است   B شبکه  ابركشسان  بخش 
 sB محاسبه  براي  می شود،  ديده  كه  همان طوری  مي شود.  محاسبه 
برخلاف sA كه به راحتی از معادله )6( به دست می آيد، لازم است، 
و  بسته شده  متوالي  به طور   B شبکه  شود.  تعیین   *e

B
 l مقدار  ابتدا 

بنابراين تغییرشکل )كرنش( در آن از جمع تغییر های اجزاي كشسان 
Be و گرانرو Bv به دست می آيد. در حالت سه بعدی بیان رياضي اين 

مطلب به شکل معادله )8( است:
ν= B

e
BB FFF                  )8(

تعیین  براي  رابطه اي  است،  مدل لازم  كامل شدن  براي  ترتیب  بدين 

و  )ابركشسان  ساختاري  اجزاي  قرارگیري  از  نمايي   -2 شکل 
.BB گرانروكشسان( در مدل

Fig. 2. Representation of constitutive elements (hyperelastic 

and viscoelastic) in BB model.
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اينکه  به  توجه  با  شود.  ارائه  گرانرو  جزء  در  )كرنش(  تغییرشکل 
تغییرات در اين جزء با زمان تغییر مي كند، ضروري است تا معادله ها 
با   FV

B مقدار  شوند.  گرفته  درنظر  زمان  )مشتق(  تغییرات  به صورت 
استفاده از حل معادله ديفرانسیل )9( به دست مي آيد )براي جزئیات 

بیشتر به مرجع 18 رجوع شود(:

ννν

t
s

−γ= B
e
B

eff

Be
BBB FF[[dev1)F(F  

 
            )9(

ايجادكننده  كه  بوده  اسکالر  مؤثر و كمیتي  تنش   teff معادله،  اين  در 
 dev[sB[ اقلیدسي   )norm( با جمله پارامتر  اين  جريان گرانروست. 

برابر بوده كه به شکل معادله )10( داده  شده است:

FBeff [dev[s=t                    )10(

توسط  پیشنهادشده   )11( معادله  با  و  است  كرنش  سرعت   νγ B

Bergstrom و Boyce محاسبه مي شود:

m

cutR



















t−

t
t

+lγ=γ νν ˆ ) 1-(
base

effc
B0B x        )11(

0γ كمیتي است كه براي يکسان سازي ابعادي تعريف  در اين معادله، 
براي  كه  است  پارامتري   x مي شود.  گرفته  درنظر   1 با  برابر  و  شده 
افزايش دقت در مقادير كم تغییرشکل به معادله اضافه شده و نوعي 
پارامتر ماده به شمار مي آيد. (x)وR تابع متوسط گیري بوده و با معادله 
cutt̂ تنشي است كه كمتر از آن هیچ  R(x)=(x+|x|)/2  داده  شده است.

جريان گرانرويي روي نمي دهد. همچنین:

3
[B[rt B

B
    

ν

=lν         )12(

بدين ترتیب از حل معادله ديفرانسیل )9( همراه با معادله هاي )10( 
تا )12( مقدار تغییرشکل )كرنش( در جزء گرانرو شبکه B  به دست 
مي آيد و با توجه به اينکه مقدار كرنش در اين شبکه معادل كرنش 
 B است، بنابراين مقدار كرنش در جزء ابركشسان شبکه A در شبکه
محاسبه مي شود و سرانجام مقدار تنش در آن )sB( به دست می آيد. 
cutt̂ جزو ثابت هاي  گفتني است، در اين معادله ها، xو، c،و m،و tbase و 

مدل هستند كه بايد تعیین شوند. 

Ogden-Roxburghمدلنرمشدگي
می دهند.  نشان  نرم شدگي  پديده  دوده  با  پرشده  لاستیکي  آمیزه هاي 

پركننده  و  پلیمر  زنجیر  میان  اتصال هاي  از  بخشي  كه  ترتیب  بدين 
تنش شکسته شده و موجب  اعمال  اثر  در  پركننده  )دوده( و شبکه 
به  رسیدن  براي  لازم  تنش  كاهش  نتیجه  در  و  خواص  كاهش 
تغییرشکل معین مي شود كه در نهايت پس از چند چرخه بارگذاری 
آسیب  تجمع  نوعي  نرم شدگی  اين  مي رسد.  پايدار  به حالت   اولیه 
و  پركننده  مقدار  از  تابعي  كه  است   )damage accumulation(
نوع  اين  است،  ديده  شده  اغلب  است.  اعمالي  يا كرنش  تغییرشکل 
براي  است.  برگشت پذير  زمان  گذشت  با  و  نیست  دائمي  آسیب 
مدل سازی رياضي اين پديده فرض می شود، تنش در شبکه A به شکل 

معادله )13( بیان مي شود: 

[[vol[[dev   A s+sh=s                   )13(

در اين معادله، تانسور تنش در سمت راست با معادله )6( داده  شده و 
I[0[rt است. h پارامتر اسکالر است كه مقدار آسیب را نشان 

3
1[0[vol            =

مي دهد. اين كمیت بین 0 تا 1 تغییر مي كند، به طوري كه h برابر با 1 
نیز حاكي از آسیب  نبود نرم شدگی تنش بوده و مقدار0 آن  به معني 
 Ogden-Roxburgh بهبوديافته  معادله  از   h بیان  براي  است.  كامل 

استفاده  شد كه به شکل معادله )14( است: 










b+
a−

=h
max
dev

dev
max
dev

UÛ
UU erf

r
1-1                )14(

max به ترتیب چگالي انرژی كرنشي و مقدار 
devU در اين معادله، Udev و 

تابع   erf  )0( همچنین،  هستند.  بارگذاري  تاريخچه  طي  آن  بیشینه 
آمیزه  هر  براي  كه  هستند  ماده  پارامترهاي  نیز   b و   U~ و  ،a خطا، 
از  يادشده  تلفیقي  مدل  پارامترهاي  تعیین  براي  شوند.  تعیین  بايد 
به طور  تخصصي  نرم افزار  اين  استفاده شد.   MCalibration نرم افزار 
ويژه براي برازش داده هاي به دست آمده از آزمون هاي مختلف روي 
تعیین  قابلیت  و  ارائه شده  لاستیک ها(  )به ويژه  پلیمري  نمونه هاي 
الگوريتم هاي  به كمک  پیچیده  مکانیکي  مدل هاي  اغلب  پارامترهاي 
آزمون هاي  از  حاصل  داده هاي  منظور،  بدين  دارد.  را  بهینه سازي 
 كششي رفت و برگشتي انجام شده روي نمونه هاي مطالعه شده در اين 
پژوهش شامل زمان، كرنش اسمي و تنش اسمي به نرم افزار داده شد. 
 500  mm/min و   100 كشش  سرعت  دو  داده هاي  نمونه  هر   براي 
به طور هم زمان داده شدند. سپس، مدل مکانیکي هشت زنجیر همراه با 
Ogden- و نرم شدگی تنش Bergstrom-Boyce مدل گرانروكشسان
نرم افزار  اين  انتخاب شد.  Roxburgh )معادله هاي 6، 7، 11 و 14(  

يادشده  مدل  پارامترهاي  براي  اولیه  پیش بیني  مقادير  انتخاب  با 
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داده هاي  برازش  بهینه سازي مختلف سعي در  الگوريتم های  به كمک 
بهینه سازي  تجربي در مدل مزبور دارد. بدين منظور، در هر چرخه 
پارامترهاي جديدي انتخاب شد تا حداكثر انطباق يا به عبارت  ديگر 
به دست  مدل  با  پیش بینی شده  و  تجربي  داده هاي  میان  خطا  حداقل 
پارامترهايي  زياد  تعداد  و  مدل  پیچیدگي  توجه  با  نرم افزار  اين  آيد. 
استفاده  بهینه سازی  تركیبي روش هاي  مدل  از  تعیین شوند،  بايد  كه 
را  بهینه سازی  الگوريتم هاي  از  مجموعه ای  كه  ترتیب  بدين  مي كند. 
به كار می گیرد. براي داده هاي به كار گرفته شده در اين پژوهش، ابتدا 
تکرار،  چند  از  پس  شد.  استفاده  اتفاقي  جست وجوي  الگوريتم   از 
نتايج به عنوان ورودي به الگوريتم Levenberg–Marquardt داده شد و 
كار بهینه سازي ادامه يافت. پس از آن و چند تکرار، كار با الگوريتم 
از  يافت. سرانجام  ادامه   NEWUOA نام  با   Powel ارائه شده توسط 
الگوريتم پركاربرد Nelder-Mead براي دستیابي به جواب هاي نهايي 
پیشین  مرحله  خروجي  از  مرحله  هر  در  ورودي  شد.  گرفته   بهره 
تأمین شد تا سرانجام پارامترها با حداقل خطا میان داده هاي تجربي و 
را  بهینه سازی  الگوريتم هاي  جزيیات  آمدند.  به دست  پیش بینی شده 

مي توان در مرجع 19 يافت.

نتایجوبحث

بر اساس روش هاي )تجربي و محاسباتي( گفته شده  پارامترهاي مدل 
در بخش های قبل به دست آمدند كه در جدول 2 آمده است. همچنین، 
نمودارهاي تغییرات تنش برحسب كرنش در دو حالت اندازه گیري شده 
تجربي و پیش بینی شده با مدل براي سه نمونه  مطالعه شده در اين پژوهش 
با دو سرعت كشش 100 و mm/min 500 در شکل هاي 3 تا 8 نشان 
داده شدند. همان طور كه ديده مي شود، انطباق بسیار خوبي میان داده هاي 
تجربي و پیش بینی شده وجود دارد كه نشانگر قابلیت خوب مدل انتخابي 
انطباق در  اما در مقابل ديده مي شود،  در پیش بیني رفتار آمیزه هاست. 
مقدار زياد دوده در نمونه SE60 كاهش مي يابد. دلیل موضوع اين است 

كه با افزايش مقدار دوده شبکه قوي از پركننده تشکیل  شده و نقش آن 
در رفتار گرانروكشساني بیشتر و متفاوت تر مي شود. بدين معني كه رفتار 
بار و تشکیل  انرژي در شبکه پركننده موقع اعمال  شکست و اتلاف 
زنجیر هاي  از  متفاوت  بارگذاري  چرخه  برگشت  مسیر  در  آن  دوباره 
داده هاي  میان  اختلاف  تا  مي شود  باعث  موضوع  همین  است.   پلیمر 
به ويژه در كرنش هاي  پركننده  افزون تر  مقدارهاي  نظري در  تجربي و 
زيادتر بیشتر شود. همان طور كه در مقدمه نیز عنوان شد، هدف اصلي 
بررسي امکان پذيري ارتباط اين پارامترها با مقدار پركننده در آمیزه ها بود 

كه با تحلیل پارامترهاي مدل انجام مي شود.

رفتارابركشسانی
 همان طور در جدول 2 آمده است، با افزودن دوده به آمیزه لاستیکي 
مقدار m يا مدول برشي اولیه لاستیک افزايش می يابد كه كاملًا بديهي و 
افزايش  و  تقويت  موجب  پركننده  افزايش  زيرا  است.  انتظار  مورد 
مدول مي شود. در مقابل، اتصال میان دوده و لاستیک موجب مي شود، 
حداكثر كشیدگي به دلیل ايجاد محدوديت در حركت زنجیر های پلیمر 
افزايش دوده منجر  با   lL نیز به كاهش يابد كه اين موضوع  كاهش 
مي شود. از سوي ديگر، با افزودن دوده مدول توده لاستیک نیز تغییر 
است.  دوده  نسبي  تراكم پذيري  به دلیل  نیز  موضوع  اين  كه  می كند 
به كمک معادله )15( می توان نسب پوآسون را محاسبه كرد كه نشانگر 

مقدار تراكم پذيری لاستیک است:

2k 6

2-k 3

+







m









m

=ν             )15(

نمونه هاي  براي  به ترتیب  مقدار  اين   ،2 جدول  داده هاي  اساس  بر 
داراي 20، 40 و phr 60 دوده برابر با 0/499، 0/498 و 0/497 بوده 
اين  است.  دوده  مقدار  افزايش  با  تراكم ناپذيري  كاهش  نشانگر  كه 

مطلب پیش تر نیز گزارش شده بود. 

 

جدول 2- پارامترهای پیش بینی شده مدل سه جزئي )هشت زنجیرBergstrom-Boyce/Ogden-Roxbur( براي آمیزه ها.
Table 2. Computed parameters of three-component model (eight-chain/Bergstrom-Boyce/Ogden-Roxburg) for compounds.

U~  (MPa)*βrξτbasemcsK (MPa)λLµ (MPa)Compound code

0.41

0.63

0.95

0.21

0.14

0.015

3.56

2.08

1.83

0.04

0.03

0.001

1.2

0.24

0.52

7.11

5

8.8

-0.88

-1.0

-1.9

0.96

2.6

3.93

378

295

212

1.93

1.76

1.68

0.556

0.92

1.35

SE20

SE40

SE60
* Unit of strain energy density: N.mm/mm3. 
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رفتارگرانروكشساني
 پارامترهاي رفتار گرانروكشساني )شبکه B در شکل 2( نیز در جدول 2 
 s آمده است. نخستین پارامتري كه بايد بررسي شود، كمیت بدون بعد
است كه نسبت مدول اولیه برشي بخش ابركشسان B  به مقدار مشابه 
مقدار  افزايش  با  متغیر  اين  تغییرات  روند  است.    A شبکه  در  آن 
رفتار  بر  نه تنها  افزودن دوده  نشان می دهد،  آمیزه لاستیکي  در  دوده 
كشساني خالص پلیمر اثر مي گذارد )افزايش مدول آمیزه لاستیکي( 

بلکه موجب افزايش رفتار كشساني بخش گرانروكشسان نیز مي شود. 
به دست  دوده  افزودن  با  كه  لاستیک  مدول  افزايش  ديگر،  به عبارت  
ديده  گرانروبودن  اثر  آن  در  كه  بلندمدت   رفتار  دو  هر  بر  می آيد، 
بسامدي(  )يا  زماني  محدوده های  در  لاستیک  رفتار  نیز  و  نمی شود 
و  است  گزارش  شده  زياد  بسیار  به دفعات  مطلب  اين  است.  مؤثر 
بنابراين قابلیت مدل را در پیش بیني رفتار نشان می دهد. به طوركلی، 
افزودن پركننده به ماتريس پلیمري )نظیر دوده به لاستیک( موجب 

شکل 3- تنش مهندسي برحسب كرنش مهندسي )اسمي( براي آمیزه 
.100 mm/min در سرعت كشش SE20

Fig. 3. Engineering (nominal) stress versus strain for SE20 at 

extension rate of 100 mm/min.

شکل 4- تنش مهندسي برحسب كرنش مهندسي )اسمي( براي آمیزه 
.500 mm/min در سرعت كشش SE20

Fig. 4. Engineering (nominal) stress versus strain for SE20 at 

extension rate of 500 mm/min.

شکل 5- تنش مهندسي برحسب كرنش مهندسي )اسمي( براي آمیزه 
.100 mm/min در سرعت كشش SE40

Fig. 5. Engineering (nominal) stress versus strain for SE40 at 

extension rate of 100 mm/min.

شکل 6- تنش مهندسي برحسب كرنش مهندسي )اسمي( براي آمیزه 
.500 mm/min در سرعت كشش SE40

Fig. 6. Engineering (nominal) stress versus strain for SE40 at 

extension rate of 500 mm/min.
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افزايش مدول و گرانروي به طور توأم مي شود. به عنوان  مثال، افزودن 
دوده موجب افزايش هم زمان ضرايب كشساني و اتلافي در بارگذاري 
به دلیل  سیلیکا(  نظیر  پركننده ها  ساير  )و  دوده  درباره  می شود.  پويا 
ساختار كلوخه اي و انبوهه اي افزون بر درصد پركننده مقدار پراكنش 
در  لاستیک  از  بخشي  كه  ترتیب  بدين   دارد.  دوچندانی   اهمیت 
حبس شده  لاستیک  آن  به  كه  شده  حبس  پركننده  بین ذره ای  فضاي 
)occluded rubber( گفته مي شود. در اين حالت، مقدار مؤثر درصد 
پركننده در ماتريس پلیمري افزايش مي يابد. با اعمال كرنش در لاستیک 
اين ساختار انبوهه اي پركننده شکسته شده و موجب رهاسازی لاستیک 
آمیزه  رفتار كشساني و گرانروي  در  تغییر  به  كه  حبس شده مي شود 
منجر می شود. بنابراين مي توان چنین تصور كرد، اگر مقدار پركننده 
افزايش يابد، در آن صورت مقدار لاستیک آزادشده و در نتیجه تغییر 
در رفتار گرانروكشساني نیز بیشتر تغییر مي كند. براي سنجش درستي 
اين فرضیه مي توان به تغییرات پارامتر c در جدول 2 توجه كرد كه 
پارامتر  اين  بیشتر می شود.  نیز  آن  مطلق  قدر  مقدار  افزايش دوده  با 
نشان می دهد، مقدار تغییر كرنش تا چه مقدار به كرنش وابسته است. 
بیان  را  گرانروكشسان  رفتار  غیرخطي بودن  مقدار   c به عبارت  ديگر، 
می كند. تفسیر ديگر اين مطلب آن است كه براي سامانه اي كه بدون 
پركننده است، مقدار c صفر شده است و انتظار رفتار گرانروكشساني 
نشان   tbase و   m پارامتر  دو  تغییرات  ديگر،  از سوي  می رود.  خطي 
می دهد، تنش با افزودن دوده تغییر چندان مشخصي بر مقدار تغییرات 
عامل  چون  كه  است  دلیل  بدين  موضوع  اين  نمی گذارد.   كرنش 

مؤثر و اصلی بر رفتار غیرخطی گرانروكشسان مقدار لاستیک رهاشده 
اثر  بنابراين،  است.  اعمال شده  كرنش  مقدار  از  تابعي  خود  كه  بوده 
اعمال شده(  كرنش  )اثر   c متغیر  تغییرات  بر  دوده  مقدار  افزايش 
پارامتر  تنها   x كمیت  چون  مي شود،  يادآور  همچنین  می شود.  ديده 
برازش كننده براي تصحیح مدل در تغییرشکل هاي كم است، بنابراين 
با چگونگي رفتارگرانروكشساني  ارتباط مؤثری  می توان فرض كرد، 

لاستیک ندارد و تغییرات آن بدون اهمیت فیزيکي است. 

رفتارنرمشدگیتنش

پديده نرم شدگي تنش يا اثر Mullins به طور مستقیم با افزودن دوده 
به آمیزه لاستیکي برمی گردد. قبلًا نشان داده  شده بود ]13،14[، بدون 
رفتار  ابرگرانروكشسان   مدل  با  فقط  نمی توان  اثر  اين  درنظرگرفتن 
اتلافي آمیزه های لاستیکي پرشده با دوده را به درستی مدل كرد. در 
در  مکانیکي  رفتار  رياضي  مدل  در  اثر  اين  واردكردن  بدون  واقع، 
مسیر برگشت )در بارگذاري چرخه اي( به ويژه در چرخه هاي نخست 

به درستی پیش بینی  نمی شود. 
 U b و  r،و  يعني  )معادله 14(  پارامترهاي مدل  تغییرات  به  نگاهي 
 )h به معني افزايش مقدار تخريب )كاهش b و r نشان می دهد، كاهش
ناشي از شکست ساختار و پیوند هاي پركننده-پلیمر و افزايش مقدار 
انتقال تخريب از كرنش كم به زياد است. همان طور  از  U نشانه اي 
دوده،  مقدار  افزايش  با  است،  مشخص   2 جدول  داده هاي  از  كه 
پارامترهاي r و b كاهش مي يابند كه به معني افزايش مقدار شکست يا 

شکل 7- تنش مهندسي برحسب كرنش مهندسي )اسمي( براي آمیزه 
.100 mm/min در سرعت كشش SE60

Fig. 7. Engineering (nominal) stress versus strain for SE60 at 

extension rate of 100 mm/min.

شکل 8- تنش مهندسي برحسب كرنش مهندسي )اسمي( براي آمیزه 
.500 mm/min در سرعت كشش SE60

Fig. 8. Engineering (nominal) stress versus strain for SE60 at 

extension rate of 500 mm/min.
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تخريب ساختار است. اين نتیجه قابل انتظار بود، زيرا افزايش دوده به 
 U منجر می شود. همچنین، با افزايش دوده مقدار Mullins تشديد اثر
نیز افزايش مي يابد كه به معني انتقال شکست ساختار از مقدارهاي كم 
به مقدارهاي زياد كرنش است. اين نکته نیز كاملًا صحیح است، زيرا 

با ازدياد مقدار دوده نرم شدگی تنش نیز افزايش مي يابد. 

نتيجهگيري

ابركشسان  مدل  از  متشکل  سه گانه  مدل  از  حاضر،  پژوهش  در 
و   Bergstrom-Boyce غیرخطی  گرانروكشسان  هشت زنجیر، 

مکانیکي  رفتار  پیش بینی  براي   Ogden-Roxburgh تنش  نرم شدگي 
تقويت شده    SBR كائوچوي  پايه  بر  ساخته شده  لاستیکي  آمیزه هاي 
برازش  با  مدل  پارامترهاي  شد.  استفاده  دوده  مختلف  مقدارهاي  با 
تا  كم  مقدارهاي  براي  شد،  داده  نشان  شدند.  تعیین  غیرخطی 
را  تنش-كرنش  رفتار  پیش بینی  قابلیت  به خوبی  مدل  دوده،  متوسط 
اثر  از  ناشي  نرم شدگي  و  كرنش  اعمال  سرعت  اثر  درنظرگرفتن   با 
Mullins دارد. اما، براي مقدارهاي بیشتر پركننده كه به آستانه پرانشت 

كاهش  بیشتر  كرنش های  در  به ويژه  انطباق  مقدار  می شود،  نزديک 
می يابد. اين موضوع به  نوعی بیانگر آن است كه رفتار گرانروكشسان 
متفاوتي براي شبکه تشکیل شده از پركننده به وجود آمده كه نیازمند 

تکمیل مدل براي درنظرگرفتن آن است. 
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