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Hypothesis: The hyperelastic behavior of the rubber compounds filled with 
reinforcing fillers (carbon black) is dependent on the filler content. The previous 
theories for the prediction of the mechanical behavior of these materials are 

based on phenomenological relationships. In this research, a new approach based 
on the amplified strain theory is presented and its reliability and applicability are 
examined for a rubber compound reinforced with different carbon black contents. 
Methods: Six rubber compounds based on SBR reinforced with different carbon black 
contents (20, 30, 40, 50, and 60 phr) as well as the neat compound were prepared. The 
mechanical behavior of these compounds under uniaxial tension mode, volumetric 
changes, compression, and simple shear modes were experimentally determined. The 
Yeoh material model was selected for the neat compound and material constants were 
calibrated using the uniaxial and volumetric changes data. Two strain amplification 
relationships were selected including the Bergstrom-Boyce and our newly proposed 
models. The parameters of the latter model were determined using an optimization 
algorithm in which a new UHYPER subroutine was developed and linked to Abaqus 
main code. To assess the proposed model and comparing it with the Bergstrom-
Boyce model the simulation results obtained from the finite element model of the 
uniaxial, compression, and simple shear tests were compared with their corresponding 
experimental data. 
Findings: The results showed that hyperelastic behaviors of the filled rubber 
compounds, predicted by our developed strain amplified model, are more accurate than 
those obtained by the Bergstrom-Boyce equation. It is also found that the combination 
of the Yeoh hyperelastic model with our proposed relationship can precisely predict 
the mechanical behavior under different modes of loadings. 
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فرضیه: رفتار ابركشسان آميزه هاي لاستيكي پرشده با پركننده هاي تقويتي )دوده( به مقدار پركننده 
وابسته است. نظريه هاي پيشين، براساس ارائه روابط پديده شناسی براي پيش بينی اين رفتار هستند. 
 در اين پژوهش، با رويكردي نو بر پايه نظريه تشديد كرنش، معادله هاي پيشين بسط و توسعه يافته و 

عملكرد آن ها براي پيش بينی رفتار آميزه لاستيكي سنجش شده است. 
روش ها: شش آميزه لاستيكي بر پايه كائوچوي SBR  تقويت شده با مقدارهاي مختلف دوده )20، 30، 
40، 50 و 60 قسمت دوده( به همراه آميزه خالص بدون پركننده تهيه شدند. رفتار مكانيكي اين نمونه ها 
آزمون هاي  با  حجمي  تغييرات  با  همراه  ساده  برشي  فشاري،  تک محوري،  كششي  حالت هاي  در 
تجربي تعيين شد. از مدل مكانيكي Yeoh  براي بيان رفتار ابر كشسان آميزه خالص استفاده شد كه 
پارامترهاي آن به كمک برازش داده هاي آزمون كشش تک محوري و تغييرات حجمي به دست آمدند. 
دو مدل تشديد كرنش ارائه شده توسط Bergstrom  و Boyce  و مدل پيشنهادي در اين پژوهش درنظر 
گرفته شدند. پارامترهاي مدل پيشنهادي به كمک الگوريتم كمينه سازي به همراه زيربرنامه اختصاصي 
به دست آمدند كه براي اولين بار در اين پژوهش تهيه شده بود. براي سنجش عملكرد مدل پيشنهادي و 
مقايسه آن با مدل Bergstrom و Boyce از اين مدل ها براي شبيه سازی سه آزمون حالت هاي كششي، 

فشاري و برشي ساده استفاده شده و نتايج با داده  هاي تجربي متناظر مقايسه و تحليل شدند. 
اين  در  پيشنهادي  مدل  به   Boyce و   Bergstrom مدل   توسعه  و  بسط  داد،  نشان  نتايج  یافته ها: 
پژوهش مي تواند موجب پيش بيني دقيق تر رفتار مكانيكي ابركشسان آميزه ها شود. ضمن آنكه براي 
هر آميزه لاستيكي بايد پارامترهاي مدل تشديد كرنش خاص هر آميزه به طور جداگانه تعيين شود. 
همچنين نشان داده شد، تلفيق مدل ابركشسان Yeoh )كه بر پايه رابطه به چگالي انرژي كرنشي با 
ناورداي اول تانسور تغيير شكل است( با رابطه پيشنهادي جديد براي تشديد كرنش قابليت بسيار 

خوبي را در پيش بيني رفتار در شيوه هاي مختلف بارگذاري دارد. 

لاستيك، 

رفتار مكانيكي، 

پركننده، 

تشدید كرنش، 

روش اجزاي محدود
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مقدمه
كامپوزيت های  كشساني  ضريب  به ويژه  مکانیکي  رفتار  پیش بینی 
پرشده با تقويت كننده های ذره ای همواره از اهمیت زيادي برخوردار 
بوده است. اين كامپوزيت ها رفتار همسان گرد نشان داده اند و يکي 
اين  از  ساخته شده  محصولات  طراحي  در  چالش ها  مهم ترين  از 
میکرومکانیک  بحث  در  آن هاست.  سفتي  پارامترهاي  تعیین  مواد 
كامپوزيت های ذره ای تلاش بر اين است تا با داشتن خواص سفتي 
اجزاي تشکیل دهنده )ماتريس پلیمري و پركننده( و نیز تركیب درصد 
نکته  اين  بتوان سفتي كامپوزيت ساخته شده را پیش بینی كرد.  آن ها 
افزون بر طراحي محصول، كمک شاياني به انتخاب مناسب درصد 
پركننده )يا پركننده ها( می كند. مطالعات فراوان و با بیشینه تاريخي 
نسبتاً طولاني با  روش هاي نظري و تجربي تاكنون در اين زمینه انجام 
شده و روش های مختلفي بدين منظور عرضه  شده اند. به عنوان مثال، 
میلادي   1906 در   Einstein كه  داشت  اشاره  معادلاتي  به  مي توان 
كروي  ذرات  افزودن  از  ناشي  گران روي  افزايش  پیش بینی  براي 
 1944 در   Smallwood معادله  و  كرد  پیشنهاد  گران رو  سیالي  به 
 میلادي كه براساس معادله Einstein به دست  آمده است ]1[. معادله
Einstein  نخستین معادله اي است كه به صورت پايه اي اين موضوع 

را بحث كرده است. اگرچه اين معادله در ظاهر رابطه اي پديد ه نگر 
قابلیت  رياضي  لحاظ  از  اما  مي رسد،  به نظر    )phenomenological(
 ]2[  Mazzucato و Haines اثبات دارد كه براي نمونه مي توان به مقاله 
مراجعه كرد. در اين معادله، مقدار ضريب كشساني )E( يک جامد پرشده 

با ذرات كروي شکل در كرنش هاي كم از معادله )1( به دست می آيد:

)v5.21(EE fm       +=                                                 )1(

كه Em و vf به ترتیب ضريب كشساني ماتريس و جزء حجمي پركننده 
هستند. آزمايش هاي انجام شده نشان داد، اين معادله تنها براي مقادير 
بسیار كم پركننده قابلیت كاربرد دارد. Guth  و Gold معادله كامل تري 

را به شکل معادله )2( پیشنهاد دادند ]3[:

           
2

m f fE E (1 2.5v 14.1v )= + +                                   )2(

همین  توسط  میله اي شکل  پركننده هاي  براي  معادله  اين  سپس، 
پژوهشگران توسعه يافت كه به شکل معادله )3( ارائه شد:

))vg( 26.1vg76.01(EE 2
ffffm              ++=                       )3(

در اين معادله، gf پارامتري بوده كه با نام اثر شکل خوانده  شده و مقدار 

آن بین 4 تا 10 است. از ديگر معادله هايي كه براي پیش بینی ضريب 
 كشساني كامپوزيت ها ارائه شده می توان به معادله Voigt  )معادله )4(( 

اشاره كرد ]4[: 
mfff E)v1(EvE  −+=                                          )4(

و نیز معادله Reuss  ]4[ كه به شکل زير نوشته مي شود:

   

   

m f f m
f

f f f m

5E 3v (E - E )E E
5E 3v (E - E )

+
=

−
                                      )5(

در اين معادله ها، Ef و Em به ترتیب ضريب كشساني جزء تقويت كننده 
مدل هاي  كارها  اين  ادامه  در  هستند.  پلیمري  ماتريس  و  )ذره( 
جديدتري نیز توسعه يافته اند كه از جمله مهم ترين آن ها می توان به 
 مدل Mori-Tanaka  ]5[ اشاره داشت كه براي پیش بینی ضرايب توده و 

برشي كامپوزيت به صورت زير ارائه شدند:
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در اين معادله ها، Km و Kf به ترتیب ضرايب توده ماتريس و پركننده و 
µm و µf ضرايب برشي ماتريس و پركننده هستند. مطالعه هاي مربوط 

به پیش بینی خواص فیزيکي و مکانیکي كامپوزيت ها به دلیل پیچیدگي 
شکل  و  نوع  اندازه،  همانند  پركننده  و  پلیمري  ماتريس  برهم كنش 
پركننده، ساختار پركننده و تجمع آن، اثر فاز میاني و شیوه بارگذاري 
همچنان در سال هاي اخیر مورد توجه پژوهشگران بوده است. از جمله 
اشاره   ]6[ Raju و همکاران  مروري  مقاله  به  اخیر مي توان  كارهاي 
كرد كه در آن مطالعه جامعي درباره میکرومکانیک مواد كامپوزيتي و 
  Reuss و  Voigt مدل هاي ارائه شده انجام شد. آن ها از معادله هاي ساده
)معادله هاي )4( و )5(( شروع كردند و ضمن بررسي تمام معادله هاي 
ارائه شده مدل جديدي بر پايه مدل Mori-Tanaka نوشتند كه براي 
كامپوزيت هاي با درصد پركننده زياد قابلیت كاربرد داشته باشد. آن ها 
همچنین كارآمدي اين مدل ها را با روش جزء محدود بررسي كردند. 
Abhisha و همکاران ]7[ با استفاده از مدل هاي Einstein ،Guth و 

مدل هاي جديدتر خواص مکانیکي و الکتريکي آمیزه هاي ساخته شده 
بر پايه كائوچوي طبیعي و دوده را بررسی و مطالعه كردند. آن ها نشان 

2

+
+
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پركننده  درصد  با  خواص  افزايشي  روند  مدل ها  اين  اگرچه  دادند، 
 )دوده( را پیش بیني مي كنند، اما نتايج با داده های واقعي اختلاف دارد و 
نیز  پركننده  درصد  افزايش  با  خواص  پیش بینی  در  خطا  مقدار  نیز 
افزايش می يابد. Luo ]8[ مدل هاي ساده Voigt و Reuss  را با استفاده 
 از نظريه انرژي معادل سازی كرنشي عمودي و برشي اصلاح كرد و 
و  تجربي  داده هاي  میان  خوبي  بسیار  انطباق  راه  اين  از  داد،  نشان 
پیش بینی شده براي يک آمیزه غیرپلیمري )كبالت و تنگستن( به وجود 
 می آيد. اين نظريه می تواند براي آمیزه هاي پلیمري نیز استفاده شود. اخیراً 
Kareem و همکاران ]9[ در مقاله اي مروري معادله هاي پیش بیني كننده 

با ذرات و عملکرد آن ها را  خواص مکانیکي كامپوزيت هاي پرشده 
بررسي كردند. آن ها به طور ويژه اثر پارامترهاي مختلف همچون درصد 
پركننده، ساختار هندسي و تجمعي ذرات را براي نانوكامپوزيت هاي 

اپوكسي تقويت شده با نانو سیلیکا مطالعه كردند. 
از يک ديدگاه اين مطالعات را می توان به دو دسته كامپوزيت هايي 
كه ماتريس آن ها از پلاستیک های گرمانرم يا گرماسخت با درصدهای 
كه  كامپوزيت هايي  و  تشکیل  شده  ذره ای  تقويت كننده های  مختلف 
از ديدگاه  تقسیم كرد.  پلیمري لاستیکي ساخته  شده اند،  ماتريس  از 
طراحي و محاسباتي بین اين دو گروه تفاوت هاي پايه اي وجود دارد 
مواد لاستیکي  اينکه  توجه شود. نخست  بدان ها  است،  كه ضروري 
رفتار مکانیکي غیرخطی دارند و بنابراين بايد از معادله هاي ابركشسان 
استفاده شود. به عبارت  ديگر، برخلاف مواد پلاستیکي، رفتار مکانیکي 
آن ها را نمي توان در محدوده كاربرد هاي مهندسي به صورت كشسان 
خطي درنظر گرفت. دومین نکته مقدار كرنش اعمال شده است، به نوعی 
نام آمیزه هاي  با  كه كامپوزيت های لاستیکي )كه در صنعت از آن ها 
و  قرارگرفته  بزرگ  شکل هاي  تغییر  تحت  مي شود(،  ياد  لاستیکي 
بنابراين لازم است تا مدل هاي رياضي داده شده براي اين مواد قابلیت 
پیش بینی تا درصد هاي زياد كرنش را داشته باشند. به عنوان  مثال، در 
تاير خودروهاي سواري و باري مقدار كرنش برشي می تواند به ترتیب 
تا 8 و %15 و كرنش فشاری به 5 و %14 برسد. اين در حالي است 
مقدار  ماتريس پلاستیکي  از  كامپوزيتي ساخته شده  قطعه هاي  كه در 
كرنش به ندرت از %1 تا %2 فراتر می رود، زيرا در مقدارهاي بیشتر، 
ماده وارد فاز پلاستیک  مي شود و تغییر شکل دائمي داده يا شکست 
روي می دهد. مطلب سوم به شیوه بارگذاري مربوط است. آمیزه هاي 
لاستیکي در شیوه هاي مختلف بارگذاري )كششي، فشاري، برشي و 
خمشي( رفتار مکانیکي متفاوتي نشان مي دهند. اين بدان معني است، 
لزوماً  می دهد،  قبولي  قابل  براي حالت كششي جواب  كه  معادله اي 
براي حالت برشي يا فشاري مناسب نیست و بايد عملکرد يک مدل 
مشخص در تمام شیوه هاي بارگذاري سنجش شود. براي نخستین بار 

Mullins و Tobin ]10[ اين موضوع را بررسي كرده و نماد جديدي 

تشديد  فاكتور  نام  با  كه  كردند  معرفي   Λ=1+X(λ-1) به صورت  را 
كرنش )amplified strain( خوانده مي شود. آن ها چنین عنوان كردند، 
 )uniaxial( اگر در يک معادله ابركشسان در حالت كشش تک محوري
مقدار  است،  شده  نوشته  پركننده  بدون  لاستیکي  ماتريس  براي  كه 
)Λ( جايگزين شود،  آن  مقدار تشديد  شده  با   )l( نسبت كشیدگي 
آمیزه  مکانیکي  رفتار  بیانگر  ابركشسان جديد  معادله  آن صورت  در 
كه  است  پارامتري   X معادله،  اين  در  بود.  خواهد  پرشده  لاستیکي 
به كمک يکي از معادله هاي )2( يا )3( )يا معادله هاي مشابه( آن ها داده 
  Gold و Guth شده است. به عنوان  مثال، اگر از معادله )2( يا رابطه 

استفاده شود، در آن صورت X برابر خواهد بود با:

2
ff v1.41v5.21X           ++=                                          )8(

حالت  به   ]11،12[  Boyce و    Bergstrom توسط  بعدها  روش  اين 
سه بعدی تعمیم داده  شده و معادله )9( براي معادله هاي ابركشساني 
اول  ناورداي  از  تابعي  فقط  انرژي كرنشي  تابع چگالي  آن ها  در  كه 
معادلات  )مانند  باشد   Cauchy-Green چپ  شکل  تغییر   تانسور 

Neo-Hookean يا Yeoh(، پیشنهاد شد:

3) 3I(XI 11   +−=                                              )9(

 در اين معادله، ناورداي اول تانسور تغییر شکل چپ Cauchy-Green و 
مانند  نیز   X مقدار  است.   )amplified( آن  تشديديافته  مقدار   1I

معادله Mullins  و Tobin محاسبه  شده و به طور خاص پیشنهاد شده 
است كه با معادله )10( داده شد:

2
ff vbva1X    ++=                                             )10(

كه a = 3/5 و b = 30 است. گفتني است، توضیح مشخصي درباره 
نحوه انتخاب دو پارامتر )a و b( داده نشده است. اگر رفتار تنش-
در  پلاستیک ها  )مانند  شده  گرفته  درنظر  خطي  به صورت  كرنش 
كرنش هاي كم( يا بررسي رفتار در محدوده خطي براي مواد لاستیکي 
انجام شود، در آن صورت فاكتور تشديد كرنش را مي توان برابر با 

فاكتور تشديد تنش دانست. 
 Boyce و    Bergstrom پیشنهادي  روش  دو  از  پژوهش،  اين  در 
است.  استفاده  شده  جديد  روش  يک  و   ))10( و   )9( )معادله هاي 
 )X( تقويت كنندگي  پارامتر  براي  ارائه شده  معادله  كه  بدين صورت 
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پديده نگرانه  به صورت  چندجمله ای  معادله  يک  به   )10( معادله 
بر دقت روش در پیش بیني رفتار تنش  تا  عمومیت داده  شده است 
برحسب كرنش آمیزه لاستیکي افزوده شود. نوآوري ديگر اين كار آن 
براساس داده هاي به دست آمده  اين روش  قابلیت پیش بینی  است كه 
از آزمون ساده كشش در پیش بینی رفتار ماده در شیوه هاي مختلف 
بارگذاري )كششي، فشاري و برشي( به كمک روش اجزاي محدود 
در  پركننده  تغییرات  اثر  شبیه سازي  در  آن  قابلیت  تا  شده  ارزيابي 
)مانند  مي گیرند  قرار  پیچیده  بارهاي  تحت  كه  لاستیکي  قطعه هاي 
انجام  اهمیت است، زيرا  بسیار حائز  نکته  اين  تاير(، سنجیده شود. 
آزمون  از  پرهزينه تر  برشي و فشاري زمان برَ و  آزمون در شیوه هاي 
مبناي  تا  پژوهش حاضر سعي شد  در  اين رو  از  است.  ساده كشش 
كار بر استفاده از مدل هاي ابركشساني قرار گیرد كه قابلیت پیش بیني 
جواب هاي دقیق از پارامترهاي به دست آمده از آزمون كشش را دارند 

)مانند مدل Yeoh كه در بخش بعد بدان اشاره مي شود(. 
بعدي  بخش هاي  در  كه  شد  انجام  بار  نخستین  براي  موارد  اين 
زيربرنامه  يک  اين ها  بر  افزون  مي شود.  بررسي  آن ها  جزئیات 
بر  پركننده  مقدار  اثر  بتوان  تا  شد  نوشته  فرترن  زبان  به  اختصاصي 
رفتار ابركشسان را در آمیزه هاي لاستیکي شبیه سازي كرد. در ادامه، 
آمیزه  براي  محاسباتي  و  تجربي  بخش هاي  سپس  و  ماده  مدل  ابتدا 
لاستیکي بر پايه كائوچوي SBR  ارائه شده و سپس نتايج و بحث و 

نتیجه گیری بیان مي شود. 

مدل ماده
در اين كار فرض شد، آمیزه لاستیکي اولیه )بدون پركننده( يک ماده 
تقريباً تراكم ناپذير است و رفتار مکانیکي آن در حالت هم دما با معادله 

پديده نگر ابركشسان Yeoh ]13[  داده شده در زير بیان شود:

+++= 3
13

2
12111 )3-I(C)3-I(C)3-I(C)J,I(W       )11(

                 6

3

4

2

2

1

)1-J(
D
1)1-J(

D
1)1-J(

D
1

      ++

  D3 و   D2 ،C3 ،C2 ،C1 كرنشي،  انرژي  چگالي   W معادله  اين  در 
اول  ناورداي  به ترتیب   J و   1I همچنین  هستند.  مدل  پارامترهاي 
چپ شکل  تغییر  تانسور   )deviatoric( انحرافي-برشي   بخش 
 )F( دترمینان تانسور گراديان تغییر شکل )B( Cauchy- Green و

بوده كه به صورت زير داده  شده اند:

( ) 2
3

2
2

2
1

T
1 F.F Jtrace)B( traceI    

3
2

lll ++=== −        )12( 

)F(detJ    =                                                         )13(

3l به ترتیب جزء انحرافي-برشي نسبت هاي كشیدگي  2l و  ، 1l كه 
و    Bergstrom توسط  ارائه شده  نظريه  مطابق  هستند.   )

ii
3
1

J l=l − (
پركننده  داراي  آمیزه  يک  براي  ابركشسان  معادله   ]11،12[   Boyce

به صورت زير نوشته مي شود:

mf W)v-1(W  =                                                    )14(

mW معادله ابركشسان )11(  در اين معادله، vf جزء حجمي پركننده و 
 بوده كه پارامترهاي آن براي آمیزه خالص )بدون پركننده يا Neat( است و 

1I داده شده در معادله )9( جايگزين شده است. 1I با مقدار  مقدار 
با  شد،  فرض  ابتدا  شد.  گرفته  درنظر  گزينه  دو   )X( مقدار  براي 
2 بیان  شود كه a = 3/5 و b = 30 است 

ff vbva1X   ++= معادله 
)معادله )10((. در گزينه دوم كه در اين كار پیشنهاد شده است، فرض 

شد، كمیت يادشده با رابطه تعمیم يافته زير بیان شود:

∑ =
+=

N

1i
i
fiva1X                                                     )15(

كه پارامترهاي ai و N به كمک برازش تعیین  شده است كه در بخش 
محاسباتي به تفصیل درباره آن ها بحث مي شود.

تجربي

مواد و دستگاه 
 SBR كائوچوي  پايه  بر  لاستیکي  آمیزه هاي  از  پژوهش،  اين  در 
امولسیوني گونه 1712  استفاده شد. در اين آمیزه ها به ازاي هر صد قسمت 
لاستیک )phr( از 5 قسمت روي اكسید )ZnO(، 2 قسمت استئاريک 
-N'-)3،1-دی متیل بوتیل(-N اسید، 3 قسمت ضداكسنده و ضدتخريب
فنیل-p–فنیلن دی آمین (6PPD( ، پلی)2،1-دی هیدرو-4،2،2-تری متیل-
كینولین( )TMQ( ، 1/5 قسمت شتاب دهنده N-ترشیوبوتیل-2-بنروتیازل 
سولفنامید (TBBS)، 0/5 قسمت شتاب دهنده تترامتیل تیورام دی سولفید 
(TMTD)، 2 قسمت گوگرد و از دوده N330 به عنوان پركننده تقويتي 

استفاده  نمونه(  مقادير 0، 20، 30، 40، 50 و 60 قسمت )شش  در 
و 28%   25  ،21  ،17  ،12  ،0 با  آمیزه هايي  تولید  به  مقادير  اين  شد. 
وزني پركننده منجر شدند. گفتني است، در صنعت لاستیک معمولاً از 
قسمت وزني به جای درصد وزني استفاده مي شود. بر اين اساس در 
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ادامه مقاله به اين آمیزه ها با توجه قسمت وزني پركننده اشاره مي شود. 
اين آمیزه  ها با كُد هاي C50 ،C40 ،C30 ،C20 ،C0 و C60 نامیده مي شوند. 
 ]14[ پیشین  مقاله  در  تهیه شده  آمیزه هاي  اولیه  مواد  بیشتر   جزئیات 
آورده شده و بنابراين از تکرار آن ها خودداري شده است. براي اختلاط 
 Schwabenthan 200 L آمیزه ها از دستگاه مخلوط كن دوغلتکی مدل 
استفاده شد. زمان پخت بهینه نمونه ها به كمک رئومتر ديسک نوساني 
 Bucher تعیین شد. فرايند پخت نیز با پرس 100 تن مدل )ODR(

ساخت سوئیس انجام شد.

روش ها
ساخت نمونه ها

هر يک از هفت آمیزه ساخته شده در تهیه چهار مجموعه نمونه به منظور 
و   ASTM D412C استاندارد  مطابق  تک محوري  كشش  آزمون هاي 
 تراكم پذيري حجمي )volumetric( مطابق روش گفته شده در مرجع 15، 
فشاري-تماسي )compression( مطابق استاندارد ISO7743  و برشی 
 ISO 1827 مطابق استاندارد )quadruple simple shear( چهار بخشي 
آزمون  هر  اختصاصي  فَک هاي  در  نمونه ها  اين  شدند.  به كارگرفته 
آزمون    Hiwa ساخت   Universal كشش  دستگاه  با  و  قرارگرفته 
شدند و داده هاي نیرو برحسب جابه جايي ثبت شد. اين داده ها سپس 
به كمک معادله هاي مربوط ]15،16[ به داده هاي تنش برحسب كرنش 
عمودي در آزمون كششي و فشاري، كرنش برشي براي آزمون برشي 

ساده و كاهش حجم در آزمون تغییرات حجمي تبديل شدند. 

محاسبات
مدل اجزاي محدود

براي  غیر خطي  محدود  اجزاي  مدل  سه  لازم  محاسبات  انجام  براي 
 آزمون هاي يادشده )در حالت هاي كششي تک محوري، فشاري-تماسي و 
 برشی( در محیط نرم افزار Abaqus ]17[ ساخته  شد. شکل هاي 1، 2 و 3 
كششي  حالت هاي  در  آزمون  براي  مي دهد.  نشان  را  مدل ها  اين 
 تک محوري )شکل 1( از مدل سه بعدي با 820  جزء و 4923 گره و 
 )3 )شکل  ساده  برشي  و   )2 )شکل  فشاري-تماسي  مدل هاي  براي 
استفاده شد  تقارن محوري و كرنش صفحه اي  با  از اجزاي  به ترتیب 
كه به 600 و 1840 جزء همراه با 653 و5881 گره شبکه بندي شده  
پايه تشديد كرنش  بر  ابركشسان  ماده  براي درنظرگرفتن مدل  بودند. 
)معادله هاي )9( و )10(( يک زيربرنامه اختصاصي به زبان فرترن با نام 
  )Link( اتصال Abaqus نوشته و به برنامه اصلي نرم افزار  UHYPER

داده شد. مطابق بررسي هاي انجام شده تاكنون چنین زيربرنامه اي براي 
درنظرگرفتن اثر مقدار پركننده بر رفتار ابركشسان نوشته  نشده است كه 

از اين لحاظ مي توان آن را نیز جزو نوآوري هاي كار حاضر دانست. 

تعيين پارامترهاي مدل ماده و صحت سنجي
ابتدا داده هاي تنش برحسب كرنش و تراكم پذيری براي آمیزه خالص 
با  بودند،  به دست آمده  گفته شده  آزمون هاي  از  كه    C0 كُد  با    )Neat(
  Yeoh 18[ برازش شد و پارامترهاي معادله[  MCalibration نرم افزار
آورده شده اند.   1 در جدول  كه  محاسبه شده  آن  براي  )معادله 11( 
همان طور كه مشاهده مي شود، ضرايب D2 ،D1 و D3 مقادير بسیار كمي 
دارد كه نشان دهنده تراكم ناپذيري بسیار زياد نمونه به دلیل نبود پركننده 

كشش  آزمون  نمونه  محدود  اجزاي  مدل  سه بعدی  شبکه   -1 شکل 
.)ASTM D412 C استاندارد(

Fig. 1. 3D Finite element mesh of the uniaxial test sample 

(ASTM D412 C).

شکل 2- شبکه مدل اجزاي محدود متقارن محوري آزمون فشاري-
.(ISO 7743 تماسي )استاندارد

Fig. 2. Axisymmetric finite element mesh of the compression 

test (ISO 7743).
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 1111 CD26/CD2-3v     += است )نسبت پوآسون با استفاده از معادله 
برابر v = 0/499 به دست مي آيد(.

كششي  محدود  اجزاي  مدل  در  پارامترها  اين  بعد  مرحله  در 
آن  در  كه  اختصاصي  زيربرنامه  با  همراه   )1 )شکل  نشان  داده شده 
قرار   C60 و   C20 نمونه های  براي  بود،  اعمال شده  كرنش  تشديد  اثر 
داده شدند. هدف اصلي در اين مرحله همان طور كه پیش تر نیز بدان 
اشاره  شده بود، بررسي عملکرد مدل های تقويت كننده )ازجمله مدل 
پیشنهادشده در اين كار( براي محدوده مقادير مختلف پركننده تقويتي 
بارگذاري )فشاري و برشي( است.  نیز شیوه هاي مختلف  )دوده( و 
با   )15 )معادله  كرنش  تشديد  مدل  پارامترهاي  ابتدا  منظور،  بدين 
استفاده از برازش غیرخطی روی  داده های تجربي به دست آمده روي 
آمدند.  به دست  تک محوري  كشش  آزمون  از   C60 و   C20 نمونه هاي 
اين  در  پیشنهادي  مدل های  مکانیکي  رفتار  پیش بینی  قابلیت  سپس، 
مقايسه  از   Boyce و   Bergstrom توسط  ارائه شده  مدل  و  پژوهش 
نمونه های روي  شبیه سازی  به كمک  پیش بینی شده  و  تجربي   نتايج 
برشي  و  فشاري-تماسي  بارگذاري  شیوه هاي  در   C50 و   C40 ،C30

سنجش شدند. براي نیل به اين هدف يک فرايند محاسباتي اختصاصي 
 )flow chart( 19[ ايجاد شد كه نمودار جريان[ Isight در نرم افزار
آن در شکل 4 نشان داده  شده است. همان طور مشاهده می شود، ابتدا 
مجموعه اي از حدس هاي اولیه براي ضرايب معادله )15( انتخاب و 
سپس با استفاده از اين مقادير اولیه، محاسبه تنش برحسب كرنش در 

نرم افزار Abaqus انجام شد. در گام بعدي داده هاي تنش محاسبه شده 
Nelder- با مقادير تجربي مقايسه شد و به كمک الگوريتم بهینه سازي
Mead  حدس هاي اولیه بهبود يافتند تا جايي كه اختلاف بین داده هاي 

تجربي و محاسبه شده به مقادير كمینه خود برسند. مقادير اين پارامترها 
در جدول 2 داده  شده اند. 

در گام سوم براي سنجش دقت و صحت اين روش ها سه آزمون 
كشش تک محوري، فشاري-تماسي و برشي ساده نشان داده شده در 
شکل هاي 1 تا 3 با استفاده از پارامترهاي داده شده در جدول 2 و مدل 
به كمک   Boyce  ) 2

ff v03v5.31X       ++= و)  Bergstrom پیشنهادي 
و  ارائه  بعد  بخش  در  نتايج   كه  شد  شبیه سازي   Abaqus  نرم افزار 

تحلیل مي شوند.

نتايج و بحث

شکل هاي 5 و 6 تغییرات تنش برحسب كرنش در شیوه كشش در 
اين  در  پیشنهادي  مدل  به كمک  پیش بینی شده  و  تجربي  حالت های 

شکل 3- شبکه مدل اجزاي محدود آزمون برش ساده چهار بخشي 
.(ISO 1827 استاندارد(

Fig. 3. Finite element mesh of the quadruple simple shear test 

(ISO 1827).

شکل 4- نمودار جريان فرايند  بهینه سازي تعیین پارامترهاي معادله )15(.
Fig. 4. Optimization process for the determination of the  

parameters of the equation (15).

D3D2D1C3C2C1

1/MPaMPa
0.000030.000050.00010.00086-0.008460.189

جدول 1- پارامترهاي معادله Yeoh )معادله )10(( براي آمیزه خالص، C0 )بدون پركننده(.
Table 1. Material constants of the Yeoh equation (Eq. 9) for neat compound (C0).



مجله علمی، علوم و تکنولوژی پليمر، سال سی وششم، شماره 2، خرداد-تير 1402 176

رفتار مکانیکی آمیزه های لاستیکی پرشده با دوده: مدل های ابرکشسان توسعه یافته ...

مجله علمی، علوم و تکنولوژی پلیمر، سال سی وششم، شماره 2، خرداد-تیر 1403

 میر حمیدرضا قریشي و فرود عباسي سورکي

176

كه  همان طور  می دهد.  نشان  را    Boyce و   Bergstrom مدل  و  كار 
 30 و   20( پركننده  كم  مقادير  براي  مدل  دو  هر  می شود،  مشاهده 
قسمت دوده( دقت خوبي حتي در مقادير زياد كرنش دارند. اما، براي 
افزايش برهم كنش پركننده- به دلايلي همچون  بیشتر پركننده  مقادير 
پركننده و تشديد تشکیل ساختارهاي كلوخه اي و نیز افرايش لاستیک 
محبوس شده، دقت هر دو مدل كاهش می يابد. به عبارت ديگر، شبکه 
رهايي  موجب  و  شده  شکسته  داده  رخ  بارگذاري  اثر  در  پركننده 
پخت  عملًا  اين لاستیک  كه  آنجا  از  مي شود.  محبوس شده  لاستیک 
نشده و بدون شبکه سه بعدي اتصال هاي عرضي است، بنابراين بخشي 
همین  به  پیش بیني شده  مقادير  با  تجربي  داده هاي  میان  اختلاف  از 
مطلب بر مي گردد كه به ويژه در مقادير زياد پركننده مشاهده مي شود. 
اما، مقدار كاهش دقت يکسان نبوده است، به نوعی كه مدل پیشنهادي 
اين كار حتي براي مقادير زياد دوده )50 و 60 قسمت( تا كرنش های 
%75 انطباق بسیار خوبي بین داده هاي تجربي و پیش بینی شده از خود 
نشان مي دهد و فقط براي كرنش هاي بیشتر انحراف مدل از داده هاي 
در  رفتار  پیش بینی  هنگام  به ويژه  قابلیت  اين  مي شود.  ديده  تجربي 
آمیزه هاي داراي پركننده زياد نظیر آمیزه رويه تاير بسیار حائز اهمیت 
است. اين در حالی  كه مدل Bergstrom و Boyce   براي مقادير زياد 
داده های  از  زيادي  انحراف  نیز  كرنش  كم  مقادير  در  حتي  پركننده 
پیشنهادي در  بهبود عملکرد مدل  تجربي نشان می دهد. دلیل اصلي 

اين است كه مدل مزبور داراي جمله های بیشتري است و بنابراين از 
دقت زيادتري برخوردار است. همچنین پارامترهاي اين مدل به طور 
ويژه براي آمیزه استفاده شده در اين پژوهش به دست آمدند. به عبارت 
 ديگر، برخلاف ساير مدل ها كه سعي در ارائه پارامترهاي ثابت براي 
تمام كامپوزيت ها دارند، در اينجا پارامترها براي يک آمیزه مشخص 
به دست  آمده و بديهي است كه براي هر آمیزه بايد پارامترهاي همان 

كامپوزيت به طور جداگانه به دست آيند.
مشابه اين شبیه سازي ها براي حالت فشاري-تماسي انجام شد كه 
نمودار تغییرات تنش برحسب كرنش فشاري براي دو مدل پیشنهادي 
در اين كار و مدل Bergstrom و Boyce  در شکل هاي 7 و 8 نشان 
داده  شده اند. در اينجا نیز ديده می شود، مدل پیشنهادي با دقت بسیار 
بیشتري به ويژه براي مقادير زياد پركننده رفتار تنش برحسب كرنش را 
پیش بینی می كند كه اين را مي توان در مقايسه با بارگذاري كششي به 
شکسته شدن ناچیز شبکه پركننده در اثر بارگذاري فشاري نسبت داد. 
ضمن اينکه در مقادير كم هر دو مدل دقت بسیار خوبي دارند. اين 
مطلب به ويژه براي شبیه سازي تاير كه بیشتر تحت تغییر شکل های 

فشاري و برشي قرار می گیرد، اهمیت زيادي دارد. 
شکل هاي 9 و 10 نیز به ترتیب همان نتايج )تنش برحسب كرنش( را 
براي دو مدل گفته شده در حالت برشي ساده نشان مي دهند. در اينجا 

جدول 2- پارامترهاي معادله )15( محاسبه شده با فرايند بهینه سازي.
Table 2. Computed parameters of the equation 15. 

a1 a2 a3 a4 a5

3.3 22 45 52 70

با  پیش بینی شده  و  تجربي  كرنش  برحسب  تنش  تغییرات   -5 شکل 
مدل پیشنهادي در شیوه كشش تک محوري.

Fig. 5. Variations of the stress vs. strain (experimentally and 

predicted by the proposed model) for uniaxial tension mode.

با  پیش بینی شده  و  تجربي  كرنش  برحسب  تنش  تغییرات   -6 شکل 
مدل Bergstrom  و Boyce در شیوه كشش تک محوري.

Fig. 6. Variations of the stress vs. strain (experimentally and 

predicted by the Bergstrom-Boyce model) for uniaxial ten-

sion mode.
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نیز مانند حالت هاي قبل مقايسه بین داده هاي تجربي و پیش بینی شده 
به كمک مدل حکايت از دقت بیشتر مدل پیشنهادي در اين كار به ويژه 
 60 و   50( بیشتر  مقادير  در  حتي  دارد.  پركننده  زياد  مقادير   براي 
بین  انحراف چشمگیري   Boyce و   Bergstrom مدل  دوده(  قسمت 
در  كه  نکته اي  اما  مي دهد.  نشان  پیش بینی شده  و  تجربي  داده هاي 
نتايج براي هر دو حالت فشاري-تماسي و برشي مشاهده مي شود، 
مقادير  از همان  پركننده  زياد  مقادير  در  انحراف  مقدار  كه  است  آن 
كم كرنش آغاز مي شود. اين مطلب به ويژه براي مدل Bergstrom و 
Boyce واضح تر است كه پیش تر در حالت كشش نیز دقت كمتري 

با  پیش بینی شده  و  تجربي  كرنش  برحسب  تنش  تغییرات   -7 شکل 
مدل پیشنهادي در شیوه فشاري.

Fig. 5. Variations of the stress vs. strain (experimentally and 

predicted by the proposed model) for compressive (with  

contact) mode.

با  پیش بینی شده  و  تجربي  كرنش  برحسب  تنش  تغییرات   -8 شکل 
مدل Bergstrom  و Boyce در شیوه فشاري.

Fig. 6. Variations of the stress vs. strain (experimentally and 

predicted by the Bergstrom-Boyce model) for compressive 

(with contact) mode.

نیز مشاهده و گزارش   ]20[  Govindjee كار  در  پديده  اين  داشت. 
 شده بود. دلیل اصلي اين موضوع نیز به چرخش ذرات پركننده در 
حالت برشي اشاره دارد كه در حالت هاي كششي يا فشاري )به دلیل 
اعمال عمودي نیرو( امکان چرخش ذرات پركننده عملًا وجود نداشته 
يا بسیار ناچیز است. از آنجا  كه مقادير پارامترهاي مدل استفاده شده 
براي كمیت )X( از آزمون كشش به دست  آمده اند، امکان بروز خطاي 
ناشي از پديده يادشده اجتناب ناپذير به نظر مي رسد. البته ذكر اين نکته 
ضروري است كه اگر پارامترهاي مزبور براساس بهینه سازی داده ها 
از آزمون هاي كشش و برش محاسبه شوند، در آن صورت احتمال 

با  پیش بینی شده  و  تجربي  كرنش  برحسب  تنش  تغییرات   -9 شکل 
مدل پیشنهادي در شیوه برش.

Fig. 5. Variations of the stress vs. strain (experimentally and 

predicted by the proposed model) for simple shear mode.

شکل 10- تغییرات تنش برحسب كرنش تجربي و پیش بینی شده با 
مدل Bergstrom و Boyce در شیوه برش.

Fig. 6. Variations of the stress vs. strain (experimentally and pre-

dicted by the Bergstrom-Boyce model) for simple shear mode.
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كاهش خطا در حالت برشي وجود دارد، ضمن آنکه مقدار خطا براي 
حالت كششي را می تواند افزايش دهد. همچنین بايد به اين نکته نیز 
اشاره داشت كه آزمون كشش آسان ترين و ارزان ترين روش آزمون 
است و در نتیجه با صرف كمترين هزينه و زمان می توان به پارامترها 
اشاره  بدان  اينجا  در  است،  كه لازم  ديگري  مهم  نکته  دست  يافت. 
شود، اثر رفتار گران روكشساني و نیز پديده نرم شدگي تنش است. در 
مدل های مطالعه شده در اين پژوهش اين مطلب به طور مستقیم بررسي 
و  آزمايشگاهي  داده های  میان  انحراف  دلايل  از  يکي  و  است   نشده 
كارهاي  در  اما،  برمی گردد.  مطلب  همین  به  نیز  محاسبه شده  مقادير 
پیشین انجام شده توسط همین پژوهشگران ]14،21[ تركیب مدل های 
به تفصیل  ابركشسان  مدل های  با  تنش  نرم شدگي  و  گران روكشسان 
مدل های  می توان  به راحتی  اساس  اين  بر  شد.  مطالعه  و  بررسی 
ابركشسان بر پايه تشديد كرنش )كه در كار حاضر بررسي  شده است( 
را با مدل های گرا ن روكشسان و نرم شدگي تنش )اثر Mullin( درنظر 

گرفت و اثر آن ها را لحاظ كرد. 

نتيجه گيري

در اين پژوهش، موضوع پیش بیني رفتار مکانیکي آمیزه هاي لاستیکي 

پرشده برحسب مقدار پركننده )دوده( براساس نظريه تشديد كرنش، 
 از نگاهي نو بررسي شد. نشان داده شد، بسط معادله هايي كه Guth  و 
كرده  ارائه   گذشته  در  پديده نگر  و  چندجمله ای  به صورت   Gold

بودند، به روابط كامل تر همراه با يافتن ضرايب اختصاصي براي هر 
آمیزه لاستیکي به صورت جداگانه و خاص به پیش بیني هاي دقیق تر 
منجر مي شود. همچنین، به كمک روش اجزاي محدود و شبیه سازي 
 آزمون هاي سه گانه در حالت  هاي كششي، فشاري-تماسي و برشي و 
عملکرد  و  قابلیت  آزمون ها  اين  از  به دست آمده  تجربي  نتايج  نیز 
پژوهش  اين  در  اصلي  دستاوردهاي  شد.  سنجش  مدل ها  اين 
كارآمد  روش  يک  اينکه  اول  دانست.  مهم  نکته  دو  در  مي توان  را 
شد  ارائه   )15 )معادله  كرنش  تشديد  معادله  ضرايب  تعیین  براي 
و  تجربي  داده هاي  بین  اختلاف  كمینه سازي  الگوريتم  پايه  بر   كه 
ضرايب  كارآمدي  آنکه  دوم  دارد.  قرار  كشش  آزمون  شبیه سازی 
داده هاي  بین  مقايسه  از  گرفته شده  به كار  روش  و  محاسبه شده 
برشي  و  فشاري-تماسي  شیوه هاي  در  شبیه سازي  و  تجربي 
نخستین  براي  حاضر  كار  در  اين ها  بر  افزون  شد.  سنجیده  ساده 
ابركشسان  رفتار  درنظرگرفتن  براي  اختصاصي  زيربرنامه  بار 
پركننده  مقدار  پارامتر  آن  در  كه  شد  نوشته  لاستیکي  آمیزه هاي 
آن  به كمک  محدود  اجزاي  محاسبات  و  بود  شده   لحاظ 

انجام شد.   

مراجع
1. Smallwood H.M., Limiting Law of the Reinforcement of  

Rubber, J. Appl. Phys., 15, 758-766, 1944.

2. Haines B.M. and Mazzucato A.L., A Proof of Einstein’s  

Effective Viscosity for a Dilute Suspension of Spheres, SIAM J. 

Math. Anal., 44, 2120-2145, 2012.

3. Guth E., Theory of Filler Reinforcement, Rubber Chem.  

Technol., 18, 596-604, 1945.

4. Ward I.M. and Sweeney J., Mechanical Properties of Solid 

Polymers, 3rd ed., John Wiley and Sons, Chichester, West  

Sussex, 227-259, 2013.

5. Mori T. and Tanaka K., Average Stress in Matrix and Average 

Elastic Energy of Materials with Misfitting Inclusions, Acta 

Metall., 21, 571-574, 1973.

6. Raju B., Hiremath S.R., and Mahapatra D.R., A Review of  

Micromechanics Based Models for Effective Elastic Properties 

of Reinforced Polymer Matrix Composites, Compos. Struct., 

204, 607-619, 2018.

7. Abhisha V.S., Sisanth K.S., Parameswaranpillai J., Pulik-

kalparambil H., Siengchin S., Thomas S., and Stephen R., 

Comprehensive Experimental Investigations and Theoretical  

Predictions on the Physical Properties of Natural Rubber Com-

posites, J. Appl. Polym. Sci., 139, e53197, 2022.

8. Luo Y., Isotropized Voigt-Reuss Model for Prediction of  

Elastic Properties of Particulate Composites, Mech. Adv. Mater. 

Struct., 29, 3934-3941, 2022.

9. Kareem S., Al-Ansari L.S., and Gömze L.A., Modeling of 

Modulus of Elasticity of Nano-Composite Materials: Review 

and Evaluation, J. Phys. Conf. Ser., 2315, 012038, 2022.

10. Mullins L. and Tobin N.R., Stress Softening in Rubber  

Vulcanizates. Part I. Use of a Strain Amplification Factor to 

Describe the Elastic Behavior of Filler-Reinforced Vulcanized 

Rubber, J. Appl. Polym. Sci., 9, 2993-3009, 1965.



رفتار مکانیکی آمیزه های لاستیکی پرشده با دوده: مدل های ابرکشسان توسعه یافته ...

مجله علمی، علوم و تکنولوژی پلیمر، سال سی وششم، شماره 2، خرداد-تیر 1403

میر حمیدرضا قریشي و فرود عباسي سورکي 

179

11. Bergström J.S. and Boyce M.C., Mechanical Behavior of Particle  

Filled Elastomers, Rubber Chem. Technol., 72, 633-56, 1999.

12. Bergström J.S. and Boyce M.C., Large Strain Time-Dependent 

Behavior of Filled Elastomers, Mech. Mater., 32, 627-644, 

2000.

13. Yeoh O.H., Some Forms of the Strain Energy Function for 

Rubber, Rubber Chem. Technol., 66, 754-771, 1993.

14. Ghoreishy M.H.R. and Abbassi-Sourki F., Study the Hyper-

Viscoelastic and Stress Softening Behaviors of Various SBR/

CB Filled Compounds Using a Triple Model, Iran. J. Polym. 

Sci. Technol. (Persian), 33, 339-350, 2020.

15. Ghoreishy M.H.R., Computer Simulation of Passenger Car  

Radial Tires Using the Finite Element Method, Michael D.  

Pfeffer and Bachmeier E. (Eds.), Comput. Simul. Adv. Res. 

Appl., Nova Science, New York, 1-61, 2018.

16. Brown R., Physical Testing of Rubber, 4th ed., Springer, New 

York, 155-157, 2006.

17. Abaqus, Simulia Corporation, Dassault Systemes, Providence, 

RI, USA, 2020. 

18. MCalibration, Veryst Engineering, Needham, MA, USA, 2020.

19. Isight, Simulia Corporation, Dassault Systemes, Providence, 

RI, USA, 2020.

20. Govindjee S., An Evaluation of Strain Amplification Concepts 

via Monte Carlo Simulations of an Ideal Composite, Rubber 

Chem. Technol., 70, 25-37, 1997.

21. Ghoreishy M.H.R. and  Abbassi-Sourki F., Development of a 

New Model Based on Ogden-Roxburgh Model for the Prediction  

of the Stress-Softening Behavior of Carbon Black-Filled  

Rubber Compounds, Iran. J. Polym. Sci. Technol. (Persian), 

35, 69-82, 2022.


